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ET Ouvrage, était projeté depi^is iQjigTteQips e| 
devait être plus considérable; mois diverses. cîrcoi}-^ 
stances m'ont forcé de le mettre! au tous avant do 
ravoir, complété; Tordre et, 1^ justesse des idées 
doivent s'y ressentir de cette ;||r.écîpi^tîoii,; et cette 
seule considération m'eût empêché de le publier^ 
s'il ne m'avait paru contenir quelques théories nou- 
velles. 

L'expression analytique de la conmmnauté dln* 
tersection desUeux géométriques; la détermination 
complète des courbes et surfaces du second degré 
par la Géométrie descriptive, lorsqu'on donne un 
nombre suffisant de leurs points; la théorie des 
courbes et surfaces représentées par les équations, 

x^ : a*+^* : **= h «t ** • ^*+y • 6*4- z* : c*=i, 
sont les parties de cet Ouvrage qui me paraissent 
mériter le plus d'attention. 

Quantaux réflexions qu'il contient , j'avoue qu'elles 
m'ont été suggérées pour la plupart, par les pro- 
blèmes que j'y ai fait entrer, tandis qu'au contraire 
des réflexions générales auraient dû me conduire 



au choix des exemples. Il aurait fallu du temps et 
beauc(9up de talent pour Ëiire disparaître complète- 
ment l'apparence de cette inversion, et je ne pos^ 
sédais ni l'un* ni l'autre. - 

Au reste, j'abandonne cette Ëdble production à 
ta sage critique des professeurs; j'espère qu'ils y 
trouveront quelques principes généraux pour la 
solution des problèmes, et que, dans mon ouvrage, 
jusqu'aux fautes qu'ils signaleront, tout pourra con-* 
tribuer à l'avancement de leurs élèves. 
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EXAMEN 



DES 



DIFFÉRENTES MÉTHODES 

EMPLOYÉES POUR RÉSOUDRE 

LES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE. 



INTRODUCTION. 

u vj'est eu partie dans la vue de peifectioxmer les 
problèmesde Géométrie, que les mathématiciens ont en- 
richi l'Analyse des calculs <jui composent aujourd'hui 
les sciences exactes. Pour pouvoir énoncer analytique- 
ment les rapports qui existent entre les angles et les 
côtés d'une figure géométrique, on a inventé la Trigo^ 
;aométrie. Pour énoncer algébriquement les positions 
respectives d'un point particulier, de tous ceux d'une 
ligne, d'une surface j un Français, l'immortel Descartes, 
a jeté les fondemens de TappUcation de TAlgèhre à la 
Géométrie. Dans la vue d'exprimer le contact des heux 
géométriques, de rechercher les propriétés d'une courbe 
en étudiant celles de sa tangente, Leibnitz a inventé le 
Calcul diflërentiel. Pour revenir des propriétés des tan- 
gentes aux coufbes, à celles des courbes elles-njêmes / 
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% Calcul infiBitesimal s'est enrichi du Calcul intégra)^ 
Pour isoler la multiplicité des solutions d'un problème^ 
Lagrange a fait paraître la théorie générale des Equa- 
tions. Pour traduire en Géométrieles résultats de l'Ana- 
lyse , M. Monge s'est immortalisé en inventant la Géo- 
métrie descriptive ; et c'est encore pour mettre la dei^ 
nière main à cette grande œuvre des Mathématiques, 
que le même auteur nous a donné son Analyse appli- 
quée. 

2. Qu'on ne (conteste donc plus aux mathématiciens 
le désir d'être utiles, puisque leurs principales décour 
vertes ont été faited dans l'intention d'étendre les ap- 
plications des sciences exactes. N'est-ce pas pour em* 
ployer le Calcul infinitésimal à la démonstration des 
mouvemens câestes , <pie Newton dispute à Leibnitz 
l'honneur de l'avoir inventé? N'est-ce pas dans les 
toêmes vues, que MM. Laplace, Legendre, Poisson^ 
et tant d'autres, complètent cette riche partielle l'Ana- 
lyse? N'est-ce pas à l'idée de perfectionner l'Architec- 
ture, la Mécanique pratique, la Peinture et plu^eurs 
autres aits, que nous devons en grande partie la décou^ 
verte de la Gtéométrie descriptive? 

3. Dans l'enseignement des sciences abstraites, lâ 
meilleure méthode à prendre ne serait-elle pas de suivre 
lamarche de l'invention? Aprèsavoirdémontré lesthéo^ 
rèmes, les rapports principaux qui existent entre les 
nombres, entre les lignes, les sur&ces, les soHdes de la 
science de l'étendue, on devrait s'étendre sur l'appliy^ 
cation des r^les, des principes démontrés à la solution 
des problèmes, s'attacher à &ire remarquer l'insuffî- 
«ance de ces connaissances^remières, la nécessité d'ei^ 



(3) 

jcréer d'autres; F Algèbre, soit pofur généraliser F Arith- 
métique, soit pour écrire les relations dictées par la 
Géomptrie, viendrait ainsi à sa place. Pour exprimer la 
coexistenc/e djes apgles et des côtés des figures rectili- 
gnes , pjx ^ait sentir Futilité d'inventer une Trigono^ 
métrie qui fît entrer da^s l'Analyse des longueurs ou 
des apports de longueur a]a lieu d'angles , afin de ne 
point détrioire l'hpn^ogénéité du calcul. Lorsqu'en pour- 
suivant l'étude de l'application de l'Algèbre simpde à la 
Céoin/étrie^ on sapait arrivé à considérer des lieux géo- 
«nétriques, à)e3 chercher lorsjqu'ils sont inconnus, ou 
imagii^e^ait alprs FappHcatipn de l'Analyse à laGéomé^ 
trie \de ]>escar,tes , qui basée ^ur les découvertes précé^ 
dentés , (Jlonxxeraijt i^i plus vaste champ aux idées ma- 
th,ém^tjiq|[^^ ^ la ^pl^tion complète des problèmes de 
.Géométrie. Enfin, après avoir considéré les sections 
jconiqijies, les sur&ces du second ordre, la discu$sioa 
des lieux géométriques de degrés supérieurs- exigerait 
nn moyen général d'étudier les affections d'une courbe 
..en un de ses points particuliers , par celle de toute li- 
gne psc^atrice en ce point , plus simple à considérer 
que la proposée; c'est ainsi que l'étude du Calcul infi* 
nijtésijaml yieaidi^t tout naturellement terminer celle 
de l'Analyse mathématique ei;i général. 

On ijie ferait plus aux sciences abstraites le reproche 
quelquefois fondé de considérer des choses toujours 
nouvelles, sans Ëdre apercevoir ni le but vers lequel 
elles Q(»:^duiseat , ni la liaison naturelle de leurs par- 
ties. 

Cette coordination des diverses branches des Mathé- 
matiqujes eu ferait mieux concevoir toute la richesse ; 
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toute riïnportànce. Les nombeux ptobléméâ qu'on 
devtait proposer soit pour exercer les conuaissanciés 
acquises, soit pour Ëdre sentir la nécessité d'en acqué- 
rir de nouvelles, auraient encore l'immense avantagé 
d'habituer le mathématicien à surmonter les difficultés 
de son art, à inventer les moyens de l'enrichir, et c'est 
peut-être à la manière de présenter les découvertes 
passées , que la postérité devrait d'en voir augmenter 
le nombre. 

4. L'enseignement des Mathématiques devrait être 
imiforme dans toutes ses parties , et c'est ce qui n'a 
lieu que jusqu'à un certain point. Les élém^is et les 
hautes Mathématiques sont présentés d'une manière 
bien différente. Dans les élémens je comprends l'Arith* 
métique, la Géométrie, l'Algèbre et l'application de ces 
deux dernières parties. Quant à la (Géométrie descrip- 
tive, le Calcul infinitésimal , l'Analyse appliquée, elles 
constituent les Mathématiques transcendantes. Cha- 
cune de ces deux branches distinctes a donc sa Géomé* 
trie, son calcul, et Tapplication de ces parties princi^ 
pales. Dans la piiemièreon voit souvent la Synthèse pré^ 
férée; cette méthode énigmatique semble entièrement 
bannie de la seconde. Elle constituait la méthode des 
anciens; les modernes ont adopté l'analyse comme le 
plus sûr moyen d'augmenter leurs nombreuses décou-* 
vertes. Les propositions de la Géométrie proprement 
dite se succèdent sans aucun but évident d'utilité j la 
Géométrie descriptive au ^contraire a été inventée et 
conduite par la pratique. L'Analyse de Descartes, telle 
qu'elle est enseignée , offire les propriétés des lignes les 
plus simples , sans presque donner l'occasion de les uti-; 
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liser , tandis que FAnalyse- de Monge-ne Hroît que pp^ 
blêmes à résoudre et donne, le moyen de trouver les 
lieux géométriques 9. plutôt que. celui de les.discu* 

ter. 

Pour remédier à cette dissemBlance qui est toute à- 
l'avantage des découvertes récentes, ne pourrait-on pas 
présenter avec les élémens , certains emplois de leurs 
tliéorèmes, qui pussent diminuer la sécheresse de leur 
étude? Ne pourraiVoix pas compléter l'application de 
l'Algèbre à la Géométrie, parui^ foule de recherches 
eurièuses qui conduiraient naturellement à cette dis- 
ous»on des lieux géométriques, dans laquelle on a fait 
entièrement consister cettapartie des Mathématiques? 

On pourrait , en commiençant par l'étude de la ligne 
droite^ fiire- voir les constructions auxquelles peuvent 
donner lieu la position respective de dewt hgnes sur 
un même plan , leur angle , leur parallélisme , leur per-* 
pendicularité^ considérer des longueurs déterminées, 
les partager en parties qui aient entre elles des rapports 
donnés; comhiuaîxt ensuitela ligne droite avec le cercle, 
étudier lemrs contacts, en construire de particuliers, 
&ire remarquer dans les segmens capables l'immense 
avantage des lieux géométriques ; passant à l'ensemble 
4e plusieurs lignes , construire un. triangle quand on a 
des données suffisantes , . faire entrer successivement 
parmi ces données les hauteurs, les côtés, les angles, 
Içs lignes qui opèrent leurs bisections, les sommes, 
les différences , les produits , les rapports de ces difîe- 
lens élémens de la figure proposée ; présenter des cas 
particuliers de la circonscription , de l'inscription des 
figures, recjbiligae^ et ci^rculaires ; en proposant des 
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liétix géométriqtïes conduire à la discussion des lignes 
du second degré ; étudier les intersections , les contacts 
de ces nouveUes courbes , capables de jeter le plus grand 
jour sur leur théorie ; enfin ne rien négliger dans toutes 
ces applications pour feire remarquer Paccord constant 
de l'Algèbre avec la (îéométrie , accord qui permet de 
confier au calcul le soin de découvrir de nouveaux théo- 
rèmes. 

Il faudrait principalement s'attacher à donneir quel- 
ques méthodes générales pour la solution d'uii pro* 
blême , suivant la manière de l'aborder , de la conduire 
au résultat, et de traduire cette dernière partie dans le 
langage de l'énoncé^ C'est sans doute ce qu'il y aurait 
de plus difficile j la multiplicité des moyens dont la 
Géométrie , dont l'Algèbre même peuvent se servir pour 
arriver au but proposé , la variété déâ questions, tout 
contribuerait à éloigner les méthodes générales; mais 
on pourrait, il me semble, classer les problèmes suivant 
les ressemblances plus ou moins grandes de leurs 
moyens de solution, et l'on parviendrait peut-être, si- 
non à une méthode unique, du moins à un composé 
fini de moyens difierens, que l'on pourrait regarder 
comme généraux vu leurs nombreuses applications. 

Tel est le but que Je me propose dans le cours de cet 
Ouvrage. Je commencerai par récapituler les moyens 
de la Gléométrie simple pour résoudre les problêriies ; je 
lui associerai ensuite le calcul^^ Je rendrai lès principes 
que je présenterai plus clairs , plus frappans , par quel* 
ques exemples 3 si les solutions que j'offi:*e ne sont pas 
les plus simples, les plus élégantes, eUes fourniront à 
mes lecteurs au moins un énoncé à travailler, et je 



m^âppBnidirai cm fitisant mal, d'avoir procuré à^d'au^ 
ires L'occasion de bien &ire«^. 

Analyse et Synthèse. 

5. L'Ârillîmétique est une des sciences aI]HStraites où 
Fon . suit mieux., la marche analytique ; les règles , les 
opérations , se démontrent àmesure qu'on en a besoin^ 
et l'on y voil toujours le but proposé. Dans la Géomé- 
trie au contraire on se dirige sans s'en apercevoir 
vers un but caché; on démontre des propositions dont 
on peut avoir besoin dans la suite, mais dont on ne voit 
nulle application immédiate. Ce n'est pas ainsi que leâ 
premiers géomètres ont été conduits vers leurs décou* 
vertes; une analyse pure, fut toujours le guide des in- 
venteurs^^Xia similitude de position de deux lignes pa- 
rallèles par rapport à une sécante fît sans doute naître 
cette théorie fondamentale de la science' de l'étendue, 
dont on a déduit tant de théorèmes sur les angles , sur 
les sur&ces, sur les soHdes. fitais c'est peut-être au peu 
de rigueur de l'Analyse en démontrant les découvertes 
primitives que nous devons l'invention de la Synthèse. 
On craignait de laisser subsister des doutes sur les pre- 
miers principes des scienùes exactes, et l'on a mieux 
aimé essayer de détruire ces doutes nuisibles par la 
Synthèse que de laisser entrevoir par l'Analyse les traces 
des vérités qu'on voulait démontrer rigoureusement. 

U existerait cependant un moyen de suivre partout 
là rigueur zoathématique sans s'éloigner de la route 
supposée des inventeurs; ce userait de conduire au prin- 
cipe qu'on veut &ire connaître par; des raisonnemena 
fondés, sur. quelques axiomes, et partant ensuite du 
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théorème obtenu, démontrer son existence, sa géné^ 
ralité pw une méthode tout-à-fait syntliétique; Jes 
vérités seraient ainsi doublement prouvées , et les pro* 
blêmes complètement résolus , puisqu'on y répondrait 
en donnant et la recherche de la solution et sa vérifica- 
tion. 

Quoi qu^il en soit , cette méthode doit toujours être 
suivie dans la manière de présenter là solution d'un 
problème. L'Analyse éclaire ainsi la Synthèse ; la Syn- 
thèse, de son côté, éclaircit les passages que l'Analyse n'a 
pour ainsi dire qu'effleurés. 

6. La manière d'étudier les sciences abstraites sous 
le point de vue de leurs applications , consiste à réca- 
pituler les moyens qu'elles fournissent pour la solution 
d'un problème , pour la réponse à une question propo- 
sée. Elles doivent donc non-seulement démontrer les 
rapports des quantités qu'elles considèrent , mais encore 
apprendre à déterminer certaines de ces quantités 
inconnues, lorsqu'on donne les relations qui les Uent 
à d'autres quantités de même espèce. La Géométrie 
s'attache plus particulièrement à la première partie, 
l'Algèbre s'occupe principalement de la seconde. 

Voilà pourquoi la difficulté de résoudre un problème 
par TAlgèbre, consiste seulement dans la manière de 
traduire l'énoncé dans son propre langage, ou, pour 
parler algébriquement, dans la mise en équation des 
données et des inconnues de la question proposée. 

Voilà d'où vient aussi que la solution d'un problème 
de Géométrie sans autre secours que la considération 
de ses figures, est souvent si pénible à trouver. C'est 
que la science de l'étendue donne bien des propositions, 



des théorèmes qui expriment les rapports des élémens 
d'unie figure quelconque , mais n'enseigne point direc- 
tement à isoler les grandeurs inconnues, à les détermi* 
ner par le moyen des données , que l'Algèbre au contraire 
commençant son ouvrage où la Géométrie semble avoir 
terminé le sien , part des équations primitives et au 
moyen dé transformations générales, conduit à des 
équations finales qu'elle présente à la Géométrie pour 
traduire la solution, et la démontrant synthétiquemeïit, 
prouver l'exactitude du résultat obtenu. 

La recherche d'un problème de Géométrie est en 
général composée detroiS parties : la mise en équations, 
la résolution des équations , et la vérification de la solu- 
tion. La Géométrie s'occupe de la première et de la 
dernière de ces parties , l'Algèbre se charge exclusive- 
ment de la seconde. 

7. Une solution est dite présentée synthétiquement, 
lorsqu'énoncéed'abordonenprouvel'exactitude,soitpar 
une méthode inverse de celle qu'à suivie l'Analyse pour 
la trouver, soit enfin parla démonstration àl'absurde. • 

U peut aniver qu'en énonçant géométriquement ks 
relations qui existent entre les données et les inconnues 
d'un problème, la solution s'en déduise immédiatement; 
mais bien qu'elle ait été trouvée sans l'intervention 
de l'Algèbre, la marche qu'on a suivie pour y arriver 
n'en est pas moins analytique. 

L'habitude de ne voir que Synthèse dans la Géométrie, 
a fait penser que tout problème résolu par la Géométrie 
simple l'était synthétiquement; mais il est constant 
qu'un problème quel qu'il soit, ne peut être trouvé que 
par une méthode analytique. C'est toujours le raison- 



aenieilt cpii ooptdliit à là découverte, et non pas la dé- 
couverte quit eonduit au.paisouuement. 

Pour prouver ajnthétiquemeut une proposition, on 
l'énouce d'abord , et si. l'on en déduit une vérité déjàv 
eonnpe;, il n'est plus permis de douter duprincipe^d'où 
l'on est parti ; on acquerrait la même certitude , si partant 
de résultats absolument contraires au proposé, on était 
^)onduit dans tous les casa des conséquences évidem- 
ment absurdes. Mais de ce que la Synthèse suppose la. 
chose existante et la démontreensuite, ilnefaut pas €on-> 
dure,, comme on le &it quelquefois ^qu'une solution est 
sjrntfaétique lorsque pour la trouver on a d'abord^ 
supposé son existence. Pour être en droit de lui donner.^ 
ce nom, il Êtut énoncer entièrement la manière de la^ 
consftruire, oucequi revient aumême^ la valeur dfî l'in-r 
connue du problème j ilfeut de plu^ la démontrer im- 
médiatement.. 

-Proposons notis-, par exemple , dé trouver le côté du- 
décagone régulier inscrit dans un cercle donné. Lepro-- 
blême sera résolu analy tiquanent si , supposant d'abord, 
connu le tringle ABC (fig.i), qui a son sonunet au 
centre du cercle donné, et pour base le cQté AB .cher- 
ché, j'en déduia que chacun des angles à la base étant 
double de celui du sommet, la ligne BM qui.partagerait 
l'un de ces angles en deux parties égales,, diviserait le^ 
rayon opposé en deux segmens^ dont l\ui CM serait le- 
eôté dierché; que ces deux segmens étant proportionnels^ 
aux deux côtés dû triangle adjacens à L'angle, divisé, la. 
ligne qui opère cette bisection, partage le. rayon en. 
moyenne et extrémç raison , etqueparconséquentlecôté 
incommest la jAtas grande de ces ^deux parties. La solu- 
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tion du même problème sera au contraire présentée 
synthétiquement si^ énonçant d'abord que le côté in-^ 
eonnu , oula base AB du triangle ABC , est la plusgrandè 
des deux parties qui composent le rayon AG divisé en 
moyenne et extrême raison ^ j^en conclus que la ligne 
qui joindrait le point M de cette division avec le som- 
met B opposé au rayoi^ AG^ partege l'angle B en deun 
parties ^ales, et que par conséquent dans le triangle 
isoscèle ABG , les angles à 1^ base sont doiibles de celui 
du sommet. 

On voit donc que dans la recherche analytique d'un 
problème de Géométrie, on suppose ordinairement la 
figure construite, mais que l'on ne donne point direc-- 
tement l'énoncé delà solution. Gette simple s^position 
correspond à cdle de l'Analyse algébrique , ijui consiste 
à combiner l'inconnue comme si sa valeur était déter- 
minée.. En un mot, dans l'Analyse on part de cette hy- 
pothèse y que la construction existe , pour la trouver , 
tandis que dans la Synthèse on donne la construction , 
on la prouve ensuite, et son existence est pleinement: 
démouti^e. * 

Marche à suivre dans la recherche de la solution, 

8. U seroit impossible de donner une méthode génér 
raie, pour trouver complètement par une analyse pu- 
rement géométrique, 1^ solution d'un, problème de 
Géométrie quel; qu'il soit. La nàMre de la question, les 
diverses circonstances qui peuvent exister entré les. 
données, influent trop sur les résultats, pour ne pa^ 
faire varier le moyen, d'y arriver. Cependant il existe 
des principes à suivre qui sans être geQéraiix ^ efiîreQt. 



peu d'exceptions, des périodes qui sont communes k ht 
recherche d'un grand nombre de problèmes, et qui 
doivent par conséquent être conduites de la même ma- 
nière ; c'est de k récapitulation de ces di£Eerens détails 
dont nous allons maintenant noifô occuper., 
' U &ut toujours commencer par concevoir, ou tracer 
Pespèce de figure que l'on cherche à construire rigou- 
reusement; de la considération de ses élémens , on dé^ 
duit des relations <mtre les inconnues et lès données^ 
relations qui peuvent déterminer les premières par des 
constructions supposées prouvées en elles-mêmes; Tel 
. est le problèmepréeédent sur le eotédu décagone régulier 
iîGiscrit y nous avons conclu de certaines relations entreles 
angles du polygone demandé, que son côté serait trouvé 
si l'on savait diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison. Si donc on suppose eette question résolue,, le 
problème proppsé le sera Clément. 

9é C'est presque- toujours en Ëdsant- dépmdre là sor 
lùtibn d'un problème de celle dSin autre plus simple, 
cette secondé d'une troisième , et ainsi de suite, que l'on 
parvient à une question dont la réponse est évidentes 
On réduit ainsi la proposée aune pjus simple expression, 
et l'on pourrait comparer cette marche méthodique à, 
celle que l'AJgèbre emploie pour résoudre luieéquation 
à une seule inconnue , où par des- transformations suc«- 
cessives, elle parvient à isoler l'inconnue. La seule dif- 
férence, c'est que l'Algèbre donne les moyens généraux 
de diminuer ainsi la dÛficulté du-problème, que la Géoi- 
métrie va souvent au hasard pour en trouver de très 
particuUers, et qu'il arrive quelquefois qu'eUe compUque 
l'énoncé au lieu de le simplifier.. 
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Pour fiiîte sentir les diflerens degrés par lesquels on 
descend d'un problème assez compliqué , à une question 
dont la réponse est évidente, nous nous proposerons le 
pr(^ème suivant. 

Problème. Dana le triangle ABC (fig. 2), mener une 
droite DE telle, que les deux eegmens non adjacenm 
entre eux DB et £C et la ligne DE soient dans des rap^ 
ports donnés. 

Soit DE la ligne demandée, soit menée par le point 
D, DF parallèle à AG; par le point C, CF parallèle à 
DE ; par les points B , F la droite BF jusqu'à la rencontre 
de AG en G ^ on aura 

A6 : AB::DF : BD::EC : BD. 

Ce rapport étant donné , il est aisé de construire à priori 
le triangle ABG, et le problème proposé semblera dé- 
pendre de la question suivante : 

£,e triangle ABG étant donné, et un point C sur la 
base AG, mener une ligneDF parallèle d la base, telle, 
qu^en joignant FG on ait DF : FG II min, ou dans un 
rapport donné. 

Maintenant si par le point G on conçoit GrX parallèle 
à FG jusqu'à la rencontre de BG en X , on aura 

GX : FC ::BG: BF ::GA :fd, 
d'où GX : ga::fc»: fd::ed : ec. 

Ce dernier rapport étant connu , la solution cherchée 
dépendra de nouveau de celle de ce 3« problème : 

Trouver sur la ligne BG un point X tel, que GX 
soit à GA dans le rapport de deux lignes p et q. 

Enfin cette dernière question est facile à résoudre lors^ 
qu'on sait construire une 4^ proportionnelle à 3 lignes; 
données. 
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En effet \ on construira une 4^ proportionnelle aùs: 
lignes qy GA, et/?; du point G comme centre avec cette 
ligne pour rayon, on décrira un ^rc de cerclé qui cou? 
pera la ligne BC en deux points X et X' satis&isant au 
S^pit^Ième; joignant GX , menaiiit CF parallèle à cette 
droite^FD à AC,le2^problèmeseraréso)u; enfin meijân^ 
DE parallèle à CF, lie pn)blème proposé ie sera pareille-r 
ment. Puisqu'il existe deux points X sat^&i^ant au 
^ problème , U existe aussi deu?: inajoières de |:iépondre 
à la question primitive. De ces deux solutions , la pre- 
mière DE jsera comprise dans l'angle BAC, la seconde 
D'Ë' dans son opposé par le sommet. P'après c^te con- 
struction les lî^es DE, DB, EÇ sjunit ^d^ins les rapports 
donnés ai^si q^i^ le^ lignes D'Ë'^ Iy^^ E'Ç^ comme il 
sepkîX d'ailleurs aisé de le démontrer synthétiquement. 

Le problème général de la détermination de^surfaces 
^u âecppd- ordre par la Géométrie descriptive, dlous 
donnera par la suite un exemple encore plus frappant 
â;^ principe ^^ ^^9^ venons d'énoncé. 

lo. Il arrive assez souvent que le problème auquel 
on descend, n^est qu'un cas particulier du problème à 
résoudre. Q^ sait par exemple que pour trouver le 
centre d'un Cj^ele tangent à t^x)is autres 4ont les centres 
seraient c, c', c'', et les rayons R, R', ^'', il suffit à^ 
cbiercbeji* le centre d'un cer.cle passant par le point c" 
et tangent à deux autres ayant pour centres c et c\ et 
pour rayons (R db R") (R' db R") j nouveau piroblème qui 
n'est qu'un cas particulier du premier, puisque le point 
c^' peut être considéré comme un cercle de rayon nul. 
Kous pouvons en donner un autre exemple dân$ la. so< 
lution suivante. 
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PïiOBlibiÈ. Èlariî àarmés les deux cAtés aâjacèm à 
Sangle A du triangle ABC (fig. Vj^etla ligne AD dont 
ia direction partage cetûn^leen deux parties égales^ 
^construire ce triangle. 

Soit ABC le triante deniandèj si Pon tïonçoit par le 
point D, DF perpendiculaire sur AD jusqu^à la ren* 
contre de AB en Fj par le point C une parallèle CE à 
cette ligne, on aura AE= AC, par conséquent BEr=: 
AB-r-AC^ iet comme c» a de plus EF : FB:: DC :©D 
: : AC "t ABy le poînt F .est aisé à déterminer d priori i 
cette ligne AF étenjt connue , pour trouver l'angle A et 
par suite ie tnan^ ABC, il s^t de résoudre ce nou- 
ireau problème, cas peortiadier da proposé : 

PftOiâLÈME. Étant dmnés le côté AF d^un triangle 
isoscète VAF' et la perpendiculaire AD. du sommetsur 
ia base, construire ce triangle. 

D'après Gala, l'angle-^ Asecadéterminéen construisant 
sm .tnangle rectangle dont AF serait l'hypoténuse, 
ADatm.des.GÔ4iés,l'a£igîle total s'einsuivira, et le proUème 
{iropoâé sera résolu. lia Synthèse donnerait aiséoientla 
vérification de ^oette solution. 

\îi. U y a des ^psohlèmes de {xéométriç où l'cïn est 
wiafty^ticfiieiKient conduit à construire une £gure :seizH 
lilahle àiOeUe que l'on .dief che , >et dont les élém^is sont 
pris .parmi des .données. Par exemple , si connaissant les 
droishauteursd'untnangle, onproposaitdedecoi^tcuire, 
on pourrait être ainsi conduit à la construction. 

Soient Ji^ h\ H' les trois hauteurs j a , a', a" les trois 
c6tés inconnus : les rectangles ab , . a%\ a V/', représen** 
(tant chacun le double<de la âmrËice da triangle demandé, 
léont^gaux entre eu^K. On en déduit les proportioxn^ 
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c : a':: A' I A, a : a" ::h!'z A; on peut donc construire 
un triangle semblable au proposé, si A^ est dans cette 

figure le côté homologue ka^hei-jj, seront les homo- 
logues de a' et de a'^ Connaissant ainsi les angles du 
triangle demandé , le reste de la solution n'o&e plus de 

difficulté. 

Méthode inverse. 

12. U ne &ut pas confondre ce cas particulier avec 
cettje méthode connue sous le nom di inverse, qui cote- 
«iste à renverser Pénoncé, à prendre pour doimées les 
inconnues, et réciproquement. En résolvant ce nouveau 
problème, on construit une figure semblable à cdle que 
l'on cherche ; si l'on connaît ensuite une seule ligne de 
cette dernière, il sera facile de la construire elle-même. 

C'est sur-taUt quand il s'agit d'inscrire dans un pôly-r 
gone donné une figure semblable à une autre aussi don- 
née, que l'on préfère la méthode inverse à la méthode 
directe. La circonscription des figures semblables ayant 
l'avantage d'ofirir par les s^mens capables, des Ueux 
géométriques , des sommets du polygone à construire. * 

S^U s'agit, par exemple, d'inscrire un quadrilatère 
dont on connaît les angles et le rapport des côtés dans 
tm autre quadrilatère donné, on pourra renverser l'é- 
noncé et se proposer de circonscrire à tm quadrilatère 
donné, un autre quadrilatère semblable à une figure 
aussi donnée. 

Supposons qu'il fiiille circonscrire . à ABCD (fig. 4) 

»un polygone cdlldâ! semblable à ahcd. Le sommet êJ 

devra se trouver sur le segment capable de l'angle a^ 

construit sur Fun des côtés du quadrilatère ABCD sur. 
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le côté AB par exemple , et si de plus l'angle 6' = ô doit 
correspondre au côté AD, on pourra construire sur les 
côtés DA, AB, BG, des segmens capables des angles h 
c , c du second polygone , sur lesquelles circonférences 
devront se trouver les sofmnets inconnus du polygone 
cherché. Si Ton pouvait déterminer de nouveaux lieux 
géométriques de ces mêmes points , le problème serait 
résolu. Or soient b\ c'y a% les points satis&isant à la 
question^ la droite a'b' passera par le point A, là ligne 

A'C par le point B, de plus on doit avoir -7-?=— =5t.; 

Soit A' le second point d'intersection des deux cerdes 
. ADb\ ÂBa\ tous les triangles qui auraient leuTiSommet 
en A', et pofuç base une double corde telle que a'Aô' 
seront semblables, puisque leurs angles «naftet iran- 
raient toi|^ pour mesure la moitié des mêmes atcs AA^j 

le rapport -tv? que nouis représenterons ' pai^ ? poiiita 

donc être regardé oomme connu^ par la. mênie raison ^ 

le rapport --r>ssc- seraifiicile à.détempner-s on endé^ 

a'A^ " p 'sa' '' ■•"»■,• 

duira ~,^ =f=^- • - r jî i»ai* si l'on partage l'^c A'B' eipi 
deux partie» égalei^ au p6iiitM,'ét!que Ton con^ivt 




par- 
ties A'N et B'N, proportionnelles aux: deux côtés À'à% 
.BV; ce rappolrt étant connue il sera Êicile de trouvera 
priori le point M j par siiite la ligne MNa', nouveau lieci 
géométjriquedupoint à- ^ joignant a'Bd', a'A.Vyb'\>y fe-G, 
le probité* sera: résolu. L'inverse s'en déduirait aisé- 
«ment. Ce proB^e esjb su^eptibfe de htdt solutions^, 



àexxx pour lesquelles Fangle a corÂi^pond w tôtè AB^ 
«t deuic pour chacun 4es autres côtés du quadrilatère 

ABca 

On résoudrait encore par l'inverse et de la même 
manière , la question suivante. 

PROBLÈMi:. Quatre xiroHes étant données ^ur un 
même plan, mener une transversale telle ^ que les trois 
parties interceptées soient dar^ des rapports donnés. 

i3. Dans l'exemple précédent^ le rapport des deux 
figures semblables oigées par la méthode inverse, est 
absolument indéterminé ; mais on peut Her quelquefois 
ces deux parties, de manière à faire disparaître cette 
indétermination ; la construction n'en est que plus élé** 
gante , et il n -eûste plus, pour ainsi dire , rien d'indirect 
'dans ^analyse de la question proposée. Soit {»x>posé 
ûe construire un cercle assujéti à passer par deux points 
donnés v-et à couper upe droite sous un segment capable 
d'angle connu. 

Si M 6t N sont les deux points donnêsi (fig. 5), AB la 
Kgne dom^^ique AfNAB soit le cercle qui satis&it à la 
question; on pourra construire sur M]N un segment car 
pable de Pangle connu ; et si l'oii conçoit prolongées les 
hgnesBPTi AM jusqu'àlarenpontre dece li^ugéométriqu^ 
en A' et Bf, il sera aisé de prouver .que les quadrilatère» 
MNAB, MNA'fi' sont semblables, et les lignes AB , 
A'B' parallèles. Soit G le centre du cercle inconnu, C^ 
celui du cerde MNA^; ils se trouveront tous les daw^ 
sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de MN, la- 
quelle droite viendra cçuper la ligne AJB en un point P, 
situé dans la figure MNA, de la même manière que le 
^ftintF d'ifttersecti<m de C'P' perpwdiculair^ sur A& 
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^ ae liJN, r^st dsfùB h figure semWable MMA^ Or, lt$ 
pomts p, P' sQiit faciles à détenniner ; le point A' de la 
^pre A'B'N, hçiiiQlogu^^ft^ ppkt M de la figure MM A , 
»5fa cooflu, en feifl^Vajç^ 0P'A's=<^ Con- 
paigsam; 4e pm^t A'^ la ligne A'W- parallèle à AB , et k» 

14. S'il n'est aijwn^ne m^cè§î?îMîéf?pftwïjijr^cherqlie 
de 1^ solution d'un problème, pjiç 1^ simple considéra- 
tion des pgures^ cette incertitude est peut-être une des 
grandes richesses de la Géométrie. 11 arrive souvent en 
effiit, tpx^ew suivant uiie^eèrt^jné Toute pdup aller ^ là 
4éçRuy^erts, p^ y^ncpptrp |a si^igft ^'pn pyqljl^niç 
diflférent du proposé , qu'oft «'çAf P?ffl? da^i^tp ]^s tpouyé 
apsgl fecikîxnwt î § -il se fifij: agi ^elç fÇ^pifàre directew^t. 
Qui doit-on donc le plv^ adof jiff^r^ qv^. 4v( Ç^l^\?A ^ 
cpiQn)e|icç sça tfÇY^UX ,avpç çp«6a?ipe, et finit pi^esgue 
tPH JQUf^ P?r %piidf e ^ J« cpps^isp , W Ae h ^éj^etpe 
^i P^ sans. TîW j)^*59jiet|xfi,, çt rev^Wït q^eliipefe» 
pffrir avec 1^ ^Tjitipiv du py^Jàpae, çelje.de pî^if^eurs 

^utree gu^ ^^ M i^^m^^ m^j ?fe <p'plte «fç^wteilU 
sur son passage? , . . * . . , 

Dans la proposition précédente, la similitude dès 
deux quadrilatères 4PMIÎ^ ^'Ç'Ipï et le parallélisme 
des lignejs AB et A^B^^ fournisse|it uq inoy |sn tf è^ sm^ple 
de construire un quadrilatère ia[isp):ipt^le dafi§ ij^^çerçjç 
lorsqu'on en connaît les giy^tpe CQjt<é?. ; 

Soient les quatre côtés MA==«,)4B== J^ ïfîï===^^ 
|flNF=d^ D'après les, considérations pr^çfd|M^tes,' on 

§Ura AR:5?,6,A^'3RSjBTirt j-^'BfjCTy , A(B^jCî?tr-^ 

3.. 



-potir lôs )|ulatriB'côt&'du*^tiîiipèi5e ABA'^B', à la constrnè^ 
tion du^œl se réduit te ^problème préposée. On jJettt 
trouver directemoit' ces quirine' ^gnes "en -fonction des 
données /par une éGnstrtictio]^ très simple; il suffit dé 
former un quadiôktèi^ ^etcoBfjitê , avê<^ les quatre lon- 
gueurs données, sur lecôtétf'Conttne homologue ati côté 
à y constrmre. u^ qu&idrâàtère selnblable; les lignes 

J jf A 

o v^c 79 ^v seront tes Itomolt^eâ de a, c, d; pour 

trouver le trapèze ÀBA'B'jSoit conçue B'Q parallèle à 
A'B, AQ sera la'diflférence AB— A'B\ AB' le côté a 

H" r"> B^'Q'^ côtéc'+-T:j/W'tpourKa4onci<;cmstruire 

a priori le triangle AB'Q) par suite te trapèze , et enfin 
le quadrilatère insdrit ^i-ôposé. ' 

•On dédtïira aisément de la solution précédente, 1|l 
démonstration de œ théorème. 

TâÈORi^ME. Dans tout quadrilatère' inscrit, les dia^ 
gojiales ^ftt entré elles ' cohifne les sommes des reo* 
tangles, dès cikés qui aboutissent à lèufs^xtrénntés:. 
' En ciflfet, les triangles ANB^ A'MB sont semblables 
et donnent lea propèiAiôcià AN : MB :: AB' : "bJ^ ;: a 

H^ T-:c4*Tî^<ûtô+.cd:cô+arf. 

Lieux géorfiétriques. 

1 5 . Les questions iië Géométrie se réduisent presque - 
toujrfùilï à'ia rechierclie dt*un où de plusieurs points. Un 
pointpst ordinairèméiit déterminé par l'intersection de 
deux. Heux géométnqueâ , sur lesquels il jouit de deux 
propriétés différentes et réijnies. CÎe h'iest guère quelors- 
tjueees Jteuk'gé(nnétn^ie§-]^^ réduisre à la ligne 



.droite.^:au*cçyoleryt<pî'îl!e$t ptôsifcle 'd'employer rniè 
analyse^ purement géométrique.^/ pour 4létermiuer le 
fomt àeifis^àéy ,atteu4u qne.les: constructions' synthé- 
tiqu«^:]i|i^ :^)^t:(l^g^r^e0i C0mma>r^ou]^ qu'avee 
remploi de la. règle et du^comjpaSéOr, comme les pro^ 
priétés de tous \e^. points d'ua Ueu^geoinétrique , sont 
les seid^ qui pui^seôt donner liièii à «on emploi^ et que 
les prc^riétés.de.la ligne droite et du cerdte sont très 
limjitées ^^09|: ^0onçoit\aus0i?.tb;iQ..limite poiiv^ quantité 
de problèmes de Géométrie: qu'on pourrait • résoudre 
avec lar Ij^edroite A le cerck y du moins dans » ce qui 
concerne la dâ^rminationi d'un ou de. j^usiéurs points ; 
il est même beaucoup de ees pcoUètœs que Fou pour*^ 
Fait attribuer'à^lii.Gé(M9Éiétrie> piira^ parce quelêur con*^ 
structio&inasuppose/quela oennaissancedeses premiers 
élémens ,. et qui n'esa .ouf; ^s moins • été déduits de. 
r Analyse a%ébriqu6;.]ll3»9t iiriàâ;quela Géométrie con^ 
duitapj^iaet^es résultats ^rihaisdànsce^eas, son analysé 
participe un p«u>des ptôjWétiâs/pcfra^aÈàsi^rè enig- 
matique^ de lat synthèse; cîest Je grand défauldelâ Géo- 
métrie (piîsmd «Ue veut ocuBiéDuriil arec l'Algèbrex 

i6. En un^mot,parmilQsUjeus.géozQétriques,il n'est 
gaère, que la .lig^e. disoite et le cercle, considéré sur" 
tout comme .segmçfiet capàUe^ doiftt on puisse attribuer 
la découverte, s^ la Gécnniàtriie^ C'est en^^étudiaislt leurs 
appliça^(^S|Ala solution dei problèm!es,;siir-to«tt à la 
construction des triangles , qu'on a dû remarquer l'iiii- 
men^e^ avs^tage^ des l^ux géométrique^ , et io'est sans 
doute c^te rQmarque^ qui :a, donné môssapoeaux i^e- 
cberches &ites sur les sections conn^ues,' et enfinÀ eette 
aiialyse. s^bjliçde de Descartes^. où d'une propriété cota- 
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«lune à lous les point§ d'^ne CôHJ^bé^^ bfi dédiiit soA 
expression analytique. ^ 

Pour donner cÊpendaait xm exetnplë de là déMilVertk 
d'un iieu géométrique^^par la isettle ^risidéi^iiàh des 
données ^ soit prôpèsée la question Btdrinte : 

Problème; Tmuvér iê Ueû géométrique èiécrii par 
unanmdu pesant M(fig. 6) mÀilè éur ûrhe cloNk QMC 
de longueur constafOe 1> tA)nt unè èktfiàrjiiiéG ^îfièce^ 
et Vautre Q ttesujèii» à deeûendrè làliivànlime vfertir 
cale AV. 

La directbn verticale d'une îùrtè imprimée à Tan- 
neau mobile ^ dnit diviser én^deùK paiti^s égal^ Tanglè 
QMG, fôtmé par lés deux cmfâol^s j^àrlldà QM[> MG;, 
c'est-4-dire que si on prolonge là ii^ë CMQ^ jtisqta'à ht 
jencontreenQ' de k vertiçate AV^ le, tïiâttglè(^Q' 
«era iso^cèlejônauradoiïeQMts^QMekCQ'saQM*^^ 
(M:=:^l) h Uéù gjéométinquêdomaildéestdobë la éfoité 
CQ hypoténuse du;tHangfe rèdungle AGQ'i &dlë à 
construire ^puisque Afi et dQ^/ solit wtilids.. 

Il ajrriVe sôuV^t qu'eb étudiant 1^ pi^priét^ d\uiè 
figure, les ca& pàrtifn^icrs d^un tlM^)t^e$ 166 d^éébtkrrè 
cojÊniiie par hasard un^ iieu géoifnétri||Ufe ; la xAétlÂ>de 
qui Fa ainsi déterminé eit toujbuiis analytique , pûl^uè 
le raisonnement seid; y eondui^. Fàr mMj^^ ^ étu- 
diant les propriétés dès. «angenï^ ettrtiriltihés à èèùx 
eerclesy on j^oiucni, eonclui^ h^ vêij^xv^k tft <[|ti^pjl 
suivtote: 

PROBLfiitfBi Btant dùnné im poinièt tiAéètcle^ 9rèùr 
ver le lie» géàmétrique du poir^qiti partagéyàii en 
deuxpar^e^ dans tmrappùrt ûar^taHt^ ta îigiïèJiièMè 
difi point donné j à Fuh qu^tèomjme dès points dé là cih* 
conférence. 
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, Qtt<Hl(|u'iI «n soit^ ooimneilaie fiut pds toujotCf â s'al* 
tendre à ces découvertes du hasard , lorsque Usa géo* 
métrique est proposé , îl^aiitixdeuaL Je db^«dier d'abord 
l^ar. l'afiplioatiou de FAlgèlfre à ià: Gréonaétrie; et s'il 
gartioipe de la l^e droite- ou. du cercle:^ on. pourra 
eipisuite interroger }a S;^3idièse p<nir.Térifier k seliftion. 
Toute propriété du oerde ou de la ligne droite^ trou-- 
vée par rAnâl}rse> algékriipie^, et mise au.noixiBredês 
propositions géométriques^, soit pat la Synthèse , soit 
par toute, autret méthode pxffenien^ géôsatélricpie, doit 
reculer les bornes de lasâienoe dei-étendue, dans là 
solution des problèmes^ puisqu'dle<l«i J^nât de nou* 
veaux lîeuxi^géoniétritpies9..o«ipoiar aifi$iAdÀpede^n^ 
Telles coordonnées pour déterminer les pcm^ inconnus. 
Si on voulait eoxiserver a la <}éd«fétitel?fii0nnear appa^ 
x&Oii deladéoouverte^ il fioidiaitlaissereillsref eirla route 
qu'elle eut pu suivre^pour y^^aamer; mm <:ette nouvelle 
fliéthode analytiqiae serait peut*-étra attssi.'loin de la 
route naturdUe.de l'inventeur^ que* là. Synjâièseiliéme»^ 
Par exemplét^VAlgèhre secdeàdàtrovcveF^pùielelieii 
géométrique du point dont les distances à deux points 
donnés^ saraient dans un rapport constant, est une dr-* 
Gonférenbe de cercle^ la Géométrie pure ii^ Ifeit que. le 
prouver ; et si l'on voulait ïbrcer son analyse a donnîgr 
1^ mêmè^résultat , elle oonserverait toujours taxe Certaine 
apparenceénigmaticfue, quldévioilerait^onimpfdissance. 
On pourrait ca , effi^ abordier ainsi -^tju'il suit, la re- 
dierche dece Ueu géométrique. : soit M (fig; 7), un des 
points du lieu géométrique , AetB les points donùés téh 
que l'on ait AMlWffi :: «r^tapport donné; îa ligne BBW 
qitt. ogère labisection del'aTigle My passe constamment 
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parle pointN, quipartageABendeuisegmens ANetBN, 
proportionnels auxlignesaet €. Si FonconçekNPparalr 
lèle à BM j NQ à AM, le paraHâogranmie MPTÏQ sera 
un losange ; la diagphalci^PQ sera donc perpendioulaîre 
sur le milieu de MP^; si donc O est son^ point dé ren- 
contre avec AB> on aura ONisssOM; d'ailleurs le paral- 
lélisme dfi^ lig^es AP et NQ, QB et PN donne ON:OB 
:: PN : QB :::AN:.BN; 1^. ligne ON ou OW ne dépend 

donc que des segmens ooBStans. AN et BN , elle est don^ 
constante.. Le U^u géoipétciqiie demandé est donc un 
cercle Êicileàdétermmer. lOn*. pourrait sur AN- et BN 
construii^edes trâângles équilfttéraux^la Ugne quijoin-^ 
draU l?urs sommet irak. pass^ par le. centre O du 
cerqle oherehé, dont; ON est le rayon^ 
. Si, l'oi^ proposait ,. étant ^nnés quatre poitats > A^, B , 
C, p ^n ligne droitei^ de trouver hca!s de cette ligne un 
point X td,^.que*les lignes.AB, BC, GD, y soî^xt vues 
sous^uu mémeaiiglevla.isecbercke du lieu géométrique 
précédent donnerait pqur la construction de ee -pro^ 
l;>l(f^e^rin(Qrsecti€ppi de deux œrcle^^ 

17. Cpncjljaçps cependantque^lôrisqu'il s'agit de dé^ 
terminer un lieu géométrique, la position d'uneççrtaine 
ligne, d'uiie certaiiie surface, par rapport à d'autrqs 
lignes, d'autrfss sur&çes données, on doit préfçrer Fap; 
pHqatipn de l'Algèbre à la Géométrie. Cette méthpde 
con^i^te principalement à mettre les problèipes en éqpar 
tion,, c'est-à-dire, à l'énoncer algébritJueme^t. SL&ut 
ensuitemanier les équations, lesdopjiéesprimitive5,deia- 
çon à obtenir des résultats prompts et satisfaisans, but que 
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fon n'atteintpa&aisémeAt. Gepexuîantlamflrc^^ 
méthodique de cette aixalyse, la symétrie , la variété des 
éliiniDations 9 conduisent à des équations finales où la 
réponse à la question se trojiye éçritç. Ainsi parvenu 
au résultat algébrix]u<e> il* reste à le traduire dans le 
langage de Ténoncé proposé j c'est là le termç, le fini de 
Fouvrage; mais souvent Fécueil du Mathématicien, un 
obstacle que la soUdité du raisoimement peut sçule sur- 
monter. 

Il ne faut pas croire cependant , que cette partie soit 
toujours la pierre de touche de la sagacité mathématique. 
Il est des résultats extrêmement simples , des problèmes 
dont l'Analyse semble se jouer, et pour lesquels elle ne 
croit pajs nécessaire d^àvoir des. secrets j c'est sur-tou^t 
quaim la Géométrie simple peut répondre d'elle-même 
à la question, que l'Analyse est si docile ; cette dernière- 
est en efiet le guide du Géoniètre j et quand il s'avise de^» 
manche saiaf^ elle vers^im but quelconque, elle semble^ 
lui prouver, par sa simpUcité, qu'il 3ei:ait arrivé plus 
vite s'ij eût suivi ses conseilfi.. 

Il feut étudier l'éi^ipiicé d'un problème de Géométrie, 
avant de l'exprimer en Analyse j commencer par écrire 
les doni^ées, par les ipetjtre en équation. S'agit-il d'un 
point? deux. çQn^ditiQns,, deux coordonnées suffisent 
pour le déten^ûpeir $ur xm fbm yM ^n &ut trois lorsqu'il 
est situé d'une mani^b'e' quelconque dana l'espace* S'agitr 
il d'un lieu géométrique continu? il^sera exprimé par une 
ou deux équations entre trois variables. Sic'est une ligne 
plane» îl suffit d'ime ^eule équation qui établisse mm 
i:elatioQ entrée les deux coordonnées de chacuii^ de ses 
points. C'est ai^gi que l'Algèbre traduit un énoncé géor 



ttaébiqtie danrsoii propre langage, pour le présent erj^ 
pour le travailler ensuite à sa manière. 

Vîenneût eïisuite des éluninations^ dés transforma- 
tions , dotit l'utilité n'est point incertaine ; il ne faut 
jamais perdre de vue le résultat désiré, chercher con- 
stamment fe plus court chemin pour y arriver. La Géo- 
métrie, brsqû'èlleest seule employéeà la recherche d'une 
solution, dévie souvent de sa route, pour aller à la dé- 
couverte; la bonne Analyse au contraire^ connaît Ten- 
droit où elle doit fiKapper, et s'y dirige sans détours. 

Après avoir tracé les différentes périodes de la solution 
des problèmes par l'Algèbre^ je vais les parcourir avec 
plus de détails, et chercher à lever lès difficultés, k ré- 
soudre les cas particuliers qui pourraient se présenter,. 

i8. Dans le ealbui, il faut toujours diÈoisit lH^ 130%^-- 
tions les plus avantageuses ;.soit pour àidi^r la mémoire^, 
soit pour abréger lès éliminations. Axitant il serait ridi- 
^lë de Ëdre consister dans desimpies conventions , la . 
majeure partie- dès Mathématiques, «aitant il serait 
exagéré de les en.bannk' enti^me^L Elles détru^isent 
quelquefois raridxté du calcul^ et Pôn pomrait dire que^ 
la notation est à F Analyse, oeque l'aitasig^iaeîait et le 
iihoixdes mots est àk clarté du style. Av^ecscm secours, 
les calcula les plus longs. devicmient «me somme de 
transformations semblabks , et il ne &^t plus pour ache- 
ver le tout, que la patienœ de répêtèer lapartie princi- 
pale. Cest avec de pareilles iaventiDna. «que l'Analyse 
^géhrique^ si pénible dans son wîginey e^t parvenue 
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au point de d<^imer des leçons dç sxmplicîté 1 h Céo- 

métriemême. 

ig^ Qwnd les données d^un probl^âtt péthrent ét^ 
piacée9 par rappoi^t anx 9xes eoordonïiéd ^ de hiàniè)^ 
à simplifier les équs^tions> sons en tri^iiblei^ la i»ytnétrîè> 
U Êiut toujours en profiter; mai&sî cette sîm]^lificdtitiil 
depositiokanéantit cette méijbte^yfnétrié, ëîi détruisant 
ks quantités ôili pourraient la &iriB ap^rciivbii^, éUè 
n'est plùs^'apparente, ei il vaut âii^M plàëèr lès axlei 
coodipBoéb d^nne xiianiére arbitinifë-. hi l^^<}ilatidti fi^ 
i^eest pluia. longue ^ h similitude de ^^ i&^eè^^ nbii 
«eul^neni donne le moyea de k r^teUif pJNlfi fteile^néni 
quand i^iivipoirtanc» de son usi^ge l'exige 5 i^^ais eUcorè 
proewe Pitoni^nsi^ ^Tantage de pouvo^ y li^è )pim h:tÀ* 
{iemènt là réponse à la question ^ïtlpdséé. C'è^%tnè 
plirase longue «ai^s éfiectation j qU\>]0 doit ptéSëtët à lihè 
plus eourtr > niais souvent moins intèll^iMe. 

expression analytique de là communauté, d^iiiéer^eçr 

Jion des. UjBUX géométriques.. 

^ 20. La mise eA équ^tioti d'tm ptoyême de Géoàié- 
trie ne se réduit, pajs toiijotà*s a la récapitula^oh des 
données; $oUTei^t ijl existe des relations à exprimer^ des 
équations. 4^ ootudition à obtenir, avonfc d'àJborder là 
l;echerGhi^ d^ \sl soliition, On ne Burmonte pas tcHijoum 
avec un^* égale ^dÙlité ces obstacles prâinùnaires ; sou^ 
vent la l^xigueui^Qt le nombredes éliminations à efiectuer^. 
pour exprimer, une partie d'un énoncé,, le feit rejetei: 
entièremehtj etil arrive en cela, comme dans beaucoup^ 
d'autf'es cii^onstaiices , qu'uQ abord peu flàtteut JTaâ^ 
mal s^ipçonnêr du reste» , 
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l^ne^dè ses difficultés pnonières, est d'exprimer qn^tn 
point ordinaitem^Eit donné par l'intersection de deux 
lignes^ se trouY^ eu même temps sûr -nntrokieme lieu; 
géométrique ; qu'une ligne^oujojirs déterminée par l'en- 
semble de deux swËices^ leur estcpinmune avec une 
troisième. 

«ressayerai dé lever cette difficulté, en m'apptiyant 
sur c^principe évident; que si Ton combine leséquations 
de deux, lieux géométriques d'une manière iqiielcqnque, 
l'équation résultante exprimeun troiâème lieugébmé- 
trique, sur lequel se trouve l'intersectipn des deux pre* 
miers. De ce que cette^ combinaison- peut seââfe^' d'une 
^ifinité de- ipanià^es^ je conclurai que si l'interseotioa 
de deux coujrbes, denleux sur&ees, doit se trouver sur 
we troisième courbe^ une^troisième sur&ce doijnée, il 
doit exister une équation combinée' de celies des deux 
premières. courbfes,. des deux. ps^emières: sur&ces, q(4 
exprimera la dernière courbe, la dernière surface don- 
née. Tout se réduit donc, dànsiJtou): les. cas, à trouver 
de quelle manière doit s^efiêctuer cette combinaison. 

Je suppbseraid'abord queles trois lieux géèmétriqlies^ 
soient du même* d^és D^ je- désignerai par Ei=o,. 
E'=;o, E'^=3a leurs équations. Sioci inultiplie respec-^ 
tivement les deux prunier es par deux indétermiùéès m 
et m y et qu'on les ajoute ensuite , l'équation mE -f-;n'E'' 
zspOy résultante de cette combinftiâ<m , sera du même 
degré que les équations proposées, et' pourra repré- 

senter.vu l'indétermination d'à rapport —;, tout, lieu 

géométrique du degré D, passant par les intersections 
des lignes ou surfaces, représojutées par les équatioi^ 
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o, E^itiïo. Mais piii^lfite le lieu géométrique dû 
degré D, doilt l'équation 'eàt E''r=o, doit atissi passeïr 
par ces mêmes intersectionâ , il doit aussi pouvoir être 
représenté par Féquation mE -f- m'E' = o ; on peut donc 
disposer et du rapport et de l'une des deux indétermi- 
nées m et'Tny pour identifier les polynômes mE + m'E^ 
et E''; ce qui conduira en général à autant de relation^ 
entre m, m% et les cocfficiens des équations proposées, 
^e l'équation du degré D entre deux ou trois variables , 
çeut admettre -dé coefficiens. Si on élimine ensuite les 
indéterminées rn et rn^on aura les relations définitives 
iquî doivent exister entre les coefficiens des équations 
proposées , pour «xprîmer analytiquemîent la commu- 
-nâuté d'intersection des lieux géométriques qu'elles 
i^rèsentent. 

-'Il est aisé de voir que dans le cas de trois lignes 
du d^ré D, situées sur unmêm:e plan, on parvient à 

tKt>+ ï) CI^+^J •** 2] équationsde condition , et que 
pour exprimer que trois sur&ces du même ordre ont 
même ligne d'intersection ,11 faut [—-j (D + 1 ) (D + 5) 
(D-+-3)-^2] relations entre les constantes qui les dé- 
terminent analy ticniement^ 

Sil'bn ycdait exprimerque quatre surfeces du degré 
D^ ont inêmes points d'intersection , en supposant que 
leurs équations^fiissent E = o, E' = o , E" 2== o , E"'z=: o, 
on démoûtreraitpiii^'dès raisonnemens semblables aux 
précédensyqu'il doit y ^V6ir identité entre les polynomçs 
mE-f i!»^'4->n''E«'-et E'",/72; m'y m" étant indéter- 
minées;; L'élimination de ces. trois constantes entre 
les équations qu'exigerait cette identité conduirait à 
[?fîCO4-0(D4-2) (D'+ 3) ~.3] relations entre le3 
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()oefliqiei|s 4es qqatre éqqationâ proposées , lesquellef 
devront être ssitisfeites, pour qu'il y ait coi|im|inauté 
d'intcrrsectÎQa eatre li^s quatre sur&ces qu'eUis^ repré^ 
^entent^ 

Le prmpipe ci-desays éuonoe, n'exige pus^popr être 
«appliqué, que le^ lieux géométriques proposés soî^tdii 
même d^grç» Ou peut euoor^ ej:priqAer 1^ r^çQUtr^ 
communes de lieux géom.étriques da fiunilles dijërentes^ 
ï^ar exemple» lorsque deux sections coniques doivent 
livoir leurs points d'intersectioiis sur une seule ligne 
droitç, on peut chercher la coi^hinaîson de lein^ deu:( 
équatio»?» qui pourrait être ideut;ifiée à we équittioa 
représentant la ligne droite; Fél^mnati^ni dç Vélémeiil; 
indéterminé de cette combinaison , pwiduinià^^s rebu- 
tions analytiques, entré les constantes qui deterpilBaat 
la forme et 1^^ position respective des deux qgurbe»; opn* 
ditions qpi existeront nécessaireQieut, toutes les fois 
que deux courbes du second degré devfront avo^r leurs 
points communs situés sur une loèrw ligue droite. On 
peut ^eçtuer cette combinaison, soit eu iàisant de&- 
cendre le degré de l'équation cQu4>ipée |l celui 4« la 
ligne droite, par la nullité des quafrés et reetWgliBS des 
çQprdonuées j spitenfaisaut^uponti^ire mw^v h degi*é 
de l'équatiou de la ligne droite, p^r upe emiposîtion 
uulle de 4eux &cteurs égaux aussi Qul^ pv eux«mémes« 
Ces différeutes manières de CQqibini^ Je? équipions pro- 
posées, ppur exprimer les ooudiMous dfmëudées, con- 
duisentà 4e3 résultats différons, (^ qyi^on e^qilîquç aise»- 
;Qient eu résolvant la question 9gU9 e^ 4eux points de 
vue. 

ax. Tel ^t le moyen dWiminatiou que ^'ou piBut 
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^Txiployer, potu* ex|»rîmer ahalytiquement la commit 
Haute d'intersections de plusieurs lieux gépuiétriqueç. 
En traitant ce sujet) mon prîndpl but est de fadliter 
la traduction analytique de divers énoncés ; si je ne 
réussis pas complètement, je crois dumoins quel^ pro^ 
positions awvantes, qui en dérivent aisément , peuvent 
conduite à lasc4ution d'un grand nombre de problèmes 
curieux;et que d'\mprincipequin'estriena:ilui-même> 
jedéduisdescqroUaires dont Futilitén^est pas incertaine* 

Pkqvu%J9^ l> Tfvu9er hs cpnçlitions nécessaires pour 
^ue trois droites passent par un mémepcint* 

Solution. Soient les équatuma des trois droites^ ainsi 
^ju'ilsuit; 

c[x + Vy + c'=o\ (0; 

l'élimination de» et j^ entre elles > donnera siu>le*çhamp; 
pour la condition cherchée , l'équation 

Mais on peut parvenir au même résultat, par i|n pro^^ 

cédé ii^ peu différeAt qp, à la yérité , n'a d«ios 1q ca$ 

présent auom avantage marqué sur çelui-la , mais qui 
nous sera fort utile pour )ss autres recherche? auxqueUes 
nous aurons ensuite à nous livrer. 

En prenant la somme des produits des deux premières 
équation^ (i) par deux muUipUeateurs indétermmés 
m, m, il viendra 

équsAion qui , à cause de IHndétermin'ation des mullipli- 

i^jtQurs^i9%\ est propre ànepréseixter tantes lesdroitw 



(3a) 
qui passent par rintersection des deux premières 
droites (i)> 

Si donc on veut que ces droites se coupent en un 
même point, il devra être possible de disposer des indé- 
terminées m et m*, de manière à feire comcider la troi- 
sième équation (i) avec l'équation (3). Cela donnera 

et, en éliminant m et m! entre ces trois équations, on 
retombera de nouveau sur l'équation (2). 

Problème II. Trouver les conditions nécessaires 
pour que ttois lignes du second ordre se coupent 
suivant les mêmes points. 

Solution. Soient les équations des lignes dont il s'agit 
ainsi qu'il suit : 

Soit prise la somme des produits des deux premièreis 
équations, par deux multiplicateurs ' indéterminés 71^ 
^t ml \ on aura ainsi 

ijim + dm) a;4- ^ («»* + «V) y + ifi^ ^f^) = (a) » 
équation qui, dans sa généralité, représente toutes les 
lignes du second ordre qui passent par les intersections 
des deux premières lignes (t). 

Remarquons, avant d'aller plus loin , que cette équa- 
tion pourrait fort bien, en général, appartenir à une pa- 
rabole; mais de deul hianières: seulement, puisque la 
condition ( 6/71 •«+• ô W )•=; (am + p!.m' ) {cm + c'/n' ) 

détermine le rapport — -, 9 etne Iqi assigne uniquement 



flx* + sibxy + cy* + adjc + açy +/'=o 
a'x^+ùVxy + cy+!idx+Qey+fz=zo [ (1). 



(33) 

que deux valeurs. Remarquons encore que cette éqna-^ 
tion ne saurait généralement appartenir à un cercle. Il 
Êiudrait^i effet, pour cela, qu'on eût en même temps, 

équation d'où l'on tire 

m </— *c^ m V 

. . to' a-'^c* m! h* 

et' par suite 

Telle est donc la condition nécessaire et suffisante y 
pour quW cercle puisse passer par les intersections 
de nos deux courbes. 

Mais cette même équation {a) pourra représenter une 
infinité d'eDipses et d'hyperboles; et si l'on veut en 
particulier, qu'elle représente la troisième courbe (i) 
ou, ce qui revient au même, si l'on veut que les trois 
courbes ( i ) aient les mêmies intersections , il j&udra qu'où 

4it à la fois , ' 

f 

am + eW = a', bm + b'm' ts b', cm+c'm'x=c' \ ^ ' 
dm + â^m'^dr, em+e'm'ste', Jm+fm'zsir'j^- 

L'élimination de m et m' entre ces six équations, 
conduira à quatre autres qui exprimefoiit lé^ conditions 
cherchées* '' 

Les; équations * » m;k ;.'•.■• 

am^aW = a\ bm + b^m' = b% âm + ^tï/^»d', 

sont (Problème t) celles qui exprimeraient quèjes trois 

droites 

ax+by+d-szo, 

a'x^by^JPzizo,. 

concourent m tm même point. Mais on sait d'ailleurs 

3 
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^e chacime âe ces dernières é(|iiatio^ éel celle da 
diamètre de chaque courbe, <|(tt>ieoupe i^n deux parties 
égales les cordes paraïUète ètfkxe des :ip; et fyuifique ia 
direction, de œt a^ est qndieeniqoe^) 4m éa peut con- 
clure le théorème suivant : 

Théorème. Si plusieurs eéclioHs coniques ont quatre 
points communs, dans quelque directhm qu^on leur 
mène des diamètres parallèles, tes conjugués de ces 
diamètres concourront en un même points 

Problème III. Trouper tes conditions nécessaires 
pour que trois plans se coupent suipant une même 
droite. 

^Solution. Eu supposant que les écpiatlons soient 

ax +6y -^cz +-5 ssoy 

on parviendra aux conditions cherchées, el) expnmani 
que 1^ somme des produits des deux premières équa'- 
tions y,pac 4^^^ JiiHHiplicateurs m ^ m'y est k même que 
la troisième^ on obtiendra giiisiles quatre équa^ox^ 

entre lesquelles il &udra éliminer m et ml^ ce qui don- 
nera dfu^fi^nt^itlpn^. 

Deux ^ekpnques 4es tiroir pren^i^'es équalkins {2) 
jointes à la quatrième , prouvent que les traces <dc nos 
trois plans sur un des p]ia43is coordonnés , c'est-À-dire , 
sur un plan quelconque , doivenVconcourir en un même 
point; ce qui est d'aîBeur^^ividëût. 

. PÀ0iiLÈiiB lY. Trouwr tçs^ Conditions- nécessaires 



pmr qùetwik surfaces ijk^ ^ectmd'ordte^ii^ èùîpént 
suipant une même courbe. : - \. ' 

Solution, "Six suf^pûâam, pçuries^)|aaHen sur- 
&ces doûtr â 0^agit , ; 



■"' ^ ' t' « -♦- ,^t t — 




et exprimant ^nek den^icre #st ^ somme 4es produits 
4es dctux autres^ par dei» wultipUciatçU]^ ii^ét^^^n^» . 
»^ /n', cya obtiendra Iça dii^ égw .....,, 

cw 4- cV :s= c». An» -f À W = A" V (a) ^ 

entre lesquelles éliminant m et m', oû ôÈtiénidi*a'leà 
conditions cherchées , Ie$(j[^èlf0is coJE^3éauemment seront * 
au nombre de l^idt* 

La première, la quatrième et Ja <?ii]iqwâème équation 
delà première colonne, jointes à la deijuiièine de la.$e- 
<;onde^ prouvent que le^ troi^pjan^ dontles equ^tîpn^ sont 

a'^+d'5+«'^+/=of (3), 

se ccrupent suivant une même droite j maïs ces plans son t 
les conjugués des diamètres de nos trois surécespàral- 
lèl^à l;a*é des «, o'^est-rà-dire à \^e di-oil^iequelçoncjii^ j 
on a donc le théorème suivant. ' • 
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ordre .^- . / .\ -wi^,;/. ^ . . .'■ :• 

diamétraux œnjugués a des Sametres parallèles de ^ 

ces surfaces, se coUpent tous sifii^qrit uneméme droite. 

3.. 



Sl KtroibièiAe équation (i) représentait uneffphèiie^ 
îhÊiudrait qu'on eût à la fois . . ^ .^ v. / .^ 

dm '^d'm!:=iem -f- e'm' =/r»,+/'m' ?== o, 

entre lesquelles éliminant -7, il viendrait 

conditions au nombre de quatre, €(ui expriment que la 
commune section des deux premières surfaces (i) est 
sur une sphère. "^ * * 

Problèrie V. Tfoupér Ut condition nécessaire pour 
que quatre plans concourent en un mêmepoint. 

Solution. Ea suppojsant que les équations de ces 
quatre plans soient ; 

iw? + 6y -)- ^* + ^ =^ o'J 

ùfx^ by+ c'z+ <r= o f ^'^' 

on pomrait d'abord parvenir à la condition cherchée, 
en éliminant zt, y^ jz entre ces quatre équations j mai» 
on y parviendra paiement en exprimant que la somme 
des produits des tpis premières , par trois multipUca- 
teurs indéterminés m , m/y ni\ est la même que la quai- 
trièmej cela donné les quatre équations 

entre lesquelles éliminant /t^, ttî', ni\ on parviendra 
également àîa conditibn' cherchée. 

Problème VI. Trouver les conditions nécessaires 
pour que ' quatre surfçtces du second ordrQ aient les 
mêmes points d'iritèrsecûon^ * 



■■(57) , , , 

Solution. En strpposàttt poulr'Iés équatiôùs des ôur-^ 
faces dont il s'agit,; • • * i 

•ax» 4.'fy< -?-««+ aiix^'-fîitfia -fi si/y* -f^ %jc 4-'âi^>< 4^ aAx + / 
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il faudra expriiaer que la quatrième est la sommé des 
prodmts dés trois autrèst par-les^ mcdtipfieatearàiûdé- 
terminésm, ml^ nù'y ce qui donnera les dix équatioos 

riiiti^ iftn^-^ û^/nS » n", fin '^fniT^f^m^' ===î/"V 
(a) Je*n.4. cV + c'm'^d^i \hm + Vw! + h"m''^h\ 

entrç lesqucHes éliminant m,m', m\on parviendraaux 
ow.ditièiia'flierdbé^i lesqiidias seront coiÈéqiiataÉient 
au nosaivrè de aept«. / iT^ . '-.-îr.h- • ;.-.:- • r»: ■ > 

Les pronièrey qoatrsi^e etxxm^ètné équations ;^ 
la preisierecolônBê , jokilesila teCMide^dê \$. densité, 
pnmvè&t (Problème /^ que les '<j^tr« plans dbntléft. 
^éqaationssont:.^ 'rr^ <-)\ -y."- -.v... ;';o- '-^. ; 

eoneourent' ea..uii mépie point f mais ces plains sont les 
plans diamétraux conjugués a«a diamètres- qui , dans 
nos sur&ces , se trouvent parallèles à l'axe des x, c'estn- 
a*<lire à pne droite quelconcpiej oi^a donc le théorème 
^evoicL 

Théorème. Lorsque dès surfaces du second ordre 
passent toutes par les. mêmes points- d^ intersection^ 



leurs plans diamétraux çom'fijgfsé^ à, des, 
•parallèles, concourent tous en un même 'point* 
. . .Si.l^ (piatrième^dçsi écpisytisoi^ (i}.appiarteQaiJt 4 une 
sphère^ilfiii}draitqtt'<m-eik - : - 

J/»4-<rm'4-rf'ii»'=CTR+e'm'+e'm'=^+jrn»'4-/*m'=0, 
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qul^espmiâkfikt'qùei^ d^terseotionde trois 

suffeirôs^â!iÀdboïid(>fât^, setfdicnreiit iâtu& kur une même 

courbe établit huit relations entre If» otefficMMiB dês 
^^tquatiim^ ^m^âmfiioe») ^putfa ttiiidîj90BLdepi{SBer par 

4^^qti^#^d^<|»9^ji]drf6 s^râ^to dnSbçotad ordre; 
en peut en conchnre que les huit points ^ttdg piéitlk m 
de trois snrÊices^ jie soi^ j^sgplp|gés.4'îine mamère arbir 
traire^ ^e le )xintiàaEij» défijeBd ^es. s^t premiers, et 
enfin que troi$ sur&cçstfuitieraieBt' aâsujéties à passer 
parhuit points <]uelc<mqaeé , dôivëntatoirmême courbe 
d'intersectioai. Le théorème du problàne IV a doncliea 
pocHT trois sar&ees assojétks. a passer par huit peints 
queliccmqobes;. 

PHOTLCHS VU. Sxpnmer que deux sections coniques 
ont leurs points d^intersection situés sur une même 
ligne droite. 

Solution* Les deux sections coniques seront en gé- 



jBeral rq>réseiitées par les ^deux équation^' 

toute combiuaiaoB «le ces Jtéax écpiationfr cpii n'ien aug^ 
menterait pas le degré sera de la forme 

(a) (am +a'm') a:» 4- a (im^ + b'fnf) xy + (irm + cW)y* 

' elle représentera un lieu géométxî<îue des points d'in- 
tersection dès courbes ( i ) ; mais si tous ces points doivent, 
se trouver. sur unemêmeiigne droite , il £iut <jue Féqua- 
tion (a) puisse se réduire au premier degré ^pso* la dis- 
parition dés termes en a?*, xy'yjr*^ ce qui donne 

(3y cm + a'fn^'s^ bm + b-m r= cm + cfm^tsz o ^ 

OU bien encore^ se d^omposer en deux facteurs égaux 
en XyjTy ce qui exige que Ton aiit Ijaç éqiiations de con- 
dition 

1(am + û'm') (cm + c'm') = (Am + ym')V 
Xxm + c'mO (/m^/^ias (em + cW)». 
Bans le premier cas^Pélimination du rapport —? entre 

hs équatîwiS (3) eoiMkiit à drax relations 4 s= 7=: r? 

^Qtre les trois premiers caef&ciçns des équations des 
sections C5ôfiiqûe$ proposées j elles indiquent qu'elles 
doiva:tt être de mâiiie nature et semblables, leurs axes 
principaux.etant.de plus. paraUèles entre eux. Mais ces 
conditions ne déterminent nullement la dîjrtancerespec- 
tivedes centres ou des axes de ces courbes, ^ sorte que 
cette manière de résoudre la question démontre ce 

théorème. 
ï)eux, sections coniques de. même nature,, dont ies. 
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axes sont proportioimels en grandeur^ parallèles en 
rection ^ n'ont et nç pe^yeat avoir que deux points 
communs. 

Dans le second cas au éontraire, l'élimination du 

rapport —7 conduirait à des relations entre les coefficiens 

des équations (^) exprimaijt que les seçtipns Qonaques 
qu'elles représentent ont un doublq contaqi En effet 
Féquation (2). peut d'abord être considérée comme l'en- 
semble de deux Ugnes droites, qui ^u:û^se];i.t par se conr 
£)ndre en une seule quand le premier membre de l'équa^ 
tiou qui fes représerftç deviienj; un qimrré parfâit..Tant 
que cesli^cis sont différentes , elles joignient; deu3:,à deux, 
lés quatre points communs aux deuxseçtîoQs coniques, et 
Fon concevra aisément d'après cela., que ces èourbe3 
doivent avoir un double contact quand les droites se 
confondent en une seule; cette i^unipn. ne pouvant 
avoir lieu saos que les quatre points, d.'ii;iterseation se^ 
confondent a^issi deux a deux^ 

Cette, demicre manière d'envisager la question , four^ 
nit une méthode pour trouver la position des axes prin- 
cipaux dc'une section conique. En effet, si l'iizie des.secr 
tiens coniques proposées.est lin. cercle de rayon R, dont 
le centre jaît pour coordonnées a. ,^, on pourra éliminer 

entre les équaiionis de condition (4)r k rapport -^etle 

rayon R, hi dernière équatioDr en et , 6, représentera h, 
Eeu géométrique des centres de tous les cercles qui 
pourraient avoir im double contact ayec la section co- 
niqitie dbnnée, et ce lieu géométrique est, comme on le 
sait d'ailleurs, l'ensemble des deux axes principaux. 
On résoudrait deux problèmes analogues aux préfcé* 
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dens, en cherchant les conditions nécessaires pour que 
deux sur&ces du second ordre se coupent suivant une 
courbe plane. Si l'on exprime que la combinaison des 
équationsde ces deux surfaces doit se réduireà uneéqua- 
tion du premier degré, par la disparition des termes d'un 
degré supérieur, on démontrera cethéorème, que, Deux 
suriàces du second ordre de même nature, dont les axes 
seraient proportionnels en grandeur, parallèles en di- 
rection , quelle que soit d^ailleurs la distance respective 
de ces mêmes axes, ne peuvent se couper que suivant 
une courbe plane. Si au contraire on veut que la com- 
binaison du second degré des équations proposées, se 
réduise à Fensemble de deux plans confondus , on aura 
des rdations aïial jtîques exprimant que les deux sur- 
&ces sont tangentes suivant une courbe plane, ou plus 
généralement tangente» entre elles. 

:î3. Cette manière de combiner les équations peut 
encore servir à elpxîmor la nature particulière de cer- 
tains lieux géométriques. C'est une partie d'un éconcé 
qui exige souvent de longues rechorches. 

Problème I. Exprimer qi/une surface du second 
vrdre est cylindrique. 

Soit l'équation de cette surface 

les coordonnées du centre seront données par les équa-*^ 

i.g=iAx + B> + B^a; + C = o 

i . p c^B"« + A'y + B» 4- C = o )^ (a) ; 
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telles tepréseoïmt trois plans diamétraux de la snrËice;' 
si elle est eyliadïiqu/^ ,. ils doivent se couper suâvant 
l'axe.; Tune quelconque de ces équations doit donc être- 
une conséquence des deuxautres^l^ donc on nuiltiplie 
}a première par m^ la- deu&ième^pap. m' et qu'on les 
ajoute^ on pourra disposer des il^détermiûées jvz let m!^ 
pour que cette somme soit identique avec la trc^sième. . 
iSi donc on élimine m et ^' entre les quatreéquatîon^ 

A/ttr^- B m. ss B ,^ B 7?* -^ Arm œ B , 
B'm 4- Bwf = AV Cm + GW = 6", 

on aura deux relations pour l'expression d^nandée. \\. 

(A A' ~ B"0 C"+ (B'B" ^ Afi ) C + (fiB" — A'B') C*' = o, 
( A'A" — B* ) G + ( B'B — A"B") C + (B*B — A'W) C ^ o. 

, Proj^lème II. Exprimer qj/ime surface du second l^ 
çrdre est conique i 

Dans ce cas, le centre est situé- «in* la si^^ et il 
&ut que l'équation Lssso, et les équations (a) aient 
Heu en même temps j la première peut $e metitre sous . 
la forme 

xCAa^ + B^y + B'z-f C)+3^(B"x+A;y-f &«+<r) 

et en vertu des trois autres , se réduit à 

(b); Cx'+: Cy -jr G"55:4- P =;s q; 

de sorte que pour achever la soliation^ U suffit d'èxpri-^- 
mer que les quatre plans (a)H»t (b) se coupent en un. 
oaênie p(Hnt.. 

Problème Ht Exprimer qui une surface du second- 
degré est Vènsejnble de demo^ plans. 

Dans ce cas , dés quatre équations (a) et (b) , deux quel- 
conques doivent être une cooséquence iW deux autres ; 
«e qui donirc quatre relations.. 
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Si les plans sont -parallèles, deuii quelconques des 
équations (a) sont des çonséqueiices de la troisième; 
on a . . • ^.. .■ ' . 

B'B'^AB, BB'=A^B', B^rs^A'B'V >€«©'€' = B''C. 

PhoklImb IV. Exprimer qu'ime suffa^edû second 

ordre est de répolution» 

Soit toujours L:*= o , l'équatioBi de la surfece ; soien* 
a y by Cy les coordottnéeB du centre; Téquation de Ift 
^ur&ce pourra se mettre sous Ja forme 

+fir(x--a)(2i--c)+flr (x— a)(y--&) +D'=o. 

Si la suTÊice est de révolution , il faut cpie la sphère qui 
aurait pour équation 

la coupe suivsoit deux cercles, dont les plans seront per- 
pendiculaires. À Fax« de révoliitkm , «t situés à égale 

distance du centre. Soient 

■ »• • . . 

les équations de Taxe ; cèUe des deux plans pcrpendir 
çulairesseront de W forme 






t. 



€t leur ensemble sera représenté par l'équatioti ^ 

|5) m*(x— û)»+7i=(j^— iy 4-(z — c)* + 2n(^— î) (z— 4^^ 

' . . ' '■•••" * 

Les trois lieux géamètriques (i) , (ia) , (3) doivent donc 

avoir inême intersection; il jTaut donc qu^en multipliant 

la première par rindétermince P, la seconde psar Q et 

^les ajoutatit, le résultat puisse être identifié ^vec la t roi- 
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sième, ce qui conduira aux équalîons 

AF+Q=:m», A'P + Q=n% AT+Qrsïj 
BP =5 n, B'P =in, B"P = roir; 

la preEiiere indique la relation qui doit exister entré R 

et â( 3 et comme le résultat doit être indépendant dé ces 

quantité», il suffira dé considérer les six dernières; si 

donc on élimine P, Q, m, riy le résultat se composera 

de deux équations qui constitueront l'expressioii de^ 

mandée 

BB" C A'" — A > = B' C B»* — B^7^ ^ 
B'B" (A" — À') = B (BT" — B*'»)- 

Ce résultat étant indépendant des coordonnéesi^ucooitrey 
a encore lieu pour exprimer qu'un paraboloïdé est der 

révolution. . . 

» * • ' ■ 

Théorie des Trartaversahs^ 

» 

23. Dans toutes les applications précédentes nûus 
avons nommé ligne du second degré^ tout Keu géomé- 
trique indiqué par une équation à deux coordonnées x 
et y élevées seulement aux deux premières piiissancesy 
et sur&ces du second ordre >, toute surface qu'uae équa-i^ 
tion du deuxième degré à trois variables pourrait re- 
présenter. Il suit de là, que l'ensemble de deux lignes 
droites est compris dans la première dénomination ,. 
que l'ensemble de deux plans est une surÊiee du second 
ordre. C'est peut-être pour ces réunions de. lieux géor- 
métriques du premier degré, que l'Analyse a le plus 
besoin des théorèmes que noua venons de. démon- 
trer. Les problèmes les plus utileâ qu'on puisse lui 
proposer^ regardent souvent la ligne droite et le plan ), 
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die ne doit donc pas négliger tout ce qu^elle peut â|H 
prendre sur la transformation de leurs équations. 

En général ^^pxand on doit considérer les intersections 
d'un ensemble de deux lignes droites avec des lieux 
géométriques du sepond degré, il est plus simple d'exr- 
primer cet ensemble par une même équatiot} ; on dimi- 
nue par ce moyen le nombre des éliminations ; souvent 
xnéme cette conformité dû degré des équations à com- 
biner peut seule conduire à un résultat prompt et 
«atisÊdsant; on dirait que l'Analyse se plaît à mettre 
^n rapport des lieux géométriques d'une même classe ^ 
et qu'elle montre au contraire de la répugnance à rap^ 
procber des classes différentes. 

Potu* donner unepreuve frappante del'utilité de cette 
rei^rque, nous ferons voir avec quelle &cilité l'Ana- 
lyse peut démontrer les principes de la théorie des 
transversales. . 

Problème. Siparunpointfixeprissurlepland^unê 
section conique donnée, on mène deux sécantes à cette 
courbe, que Von joigne par des droites les extrémités 
réciproques des cordes résultantes, quel sera le lieu 
géométrique de V intersection de ces nouvelles sécantes? 

La ligne du second degré donnée peut , dans tous les 
cas, être représentée par l'équation 

Spit«,^les coordonnées du point M donné, a', €^ 
c^es du point M' dont on cherche le lieu géométrique; 
l'ensen^^le des deux premières sécantes aura une équa«» 
lio^ de la^ forme 

les deux autres seront représentées p^ une autre équa-i 



(3) (y — r)*+2A'(a:-.«Ô(y— O + B'Ci— •)* = p.' 

Las lignes (i), (2), (3), devant avoir mêmes points 

d'intersection , on devra avoir entre les coefEcieps des 

équations qni les représentent^ et le^ constantes arbi-' 

traires m et m% les siiL relations 

Si Ton substitue A' et B^ en ftmetîon de A et B éàùs 
les trois dernières^, elles deviendront 

mff 4- mV + mA C* — àO — O > 
mC^ + mT« 4- mA(ii + -tf) («*-«') 4* (C + C)(**-^ ^) 

l'élimination de A et B entre ces trois éqnatioiis am*^ 
duità 

considérant que (m + m') = i en vertu dek première 
des équations (4) , on aura 

(5) «' + p«,'=(7(* + «'); 

on en déduit que le lieu géométrique demandé est une 
ligne droite. Si le point donné' âft^ C, est extérieur à h 
courbe (i), la droite (5) joint les points de contact des 
deu3C tangentesmenées par ce pointa lalsection Amique. 
Cette réponse à la question proposée fournit uil 
hioyen de mener des tangentes' à une section eonique 
donnée par im point extérieur, sans antre usage que 
celui de la règle. P^h- le point donnéM(fig. 8), on iné- 
iïera deux sécantes ^quelconques MAB, MA'ff j-tin join- 
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^^ ÀÀ^, BB^; AB' et À'B, le pùWl d'inteirs€Cti<Hi de» 
deux premières droitcls, celai des dettic deniières derant 
être situés sur la ligue i^ joint les pointa de coulact^ 
icette ligne est déterminée , «t son intersection avec la 
'courbe dc»fiée détansmijeta missi lies ffoiotB de contact , 
«t par suite les tangentes. 

Si la section coni({ue était FensemUe de deux lignes 
droites, la nouvelle droite que l'on obtiendrait pour le 
lieu géométrique^ irait nécessaireinent passer par Pin- 
lersection des deux pr^smières. Oti peut déduire de cette 
remarque une sohttiou graphique de ce problème. Par 
un point donné, mener une droite qui aille passer par 
le peint de concours de deux autres droites données^ 
xp^oa ne saurait prolonger. 

L'un des points M^ M^ pouvant être supposé situé à 
Tinfini, on peut regarder comme démontrées les deux 
propositions suivantes, dont k première nous sera très 
utile par la suite. 

Théorème. Si l'on /oint deux à deux lê^ exirémiiSs' 
réciproques de deux cordes parallèles d-une section, 
conique, tes points d^intersection de ces noui^elles sé- 
cantes seront situés sur le diamètre qui divise ces 
cordes en deux parties égales. 

Théokèmb: Si les deux lignéshc, b'c' (fig. 9), sont pa- 
rallèles à Ut base BC du triangle ABC, les droites bc', 
bc' se couperont sur la Ugne qui joint le sommet A et 
le^milieu de la base du triangle. 

La réponse à la question précédente pourrait se dé- 
duire de la solution du problème suivant , analogue. 

Problème. Deux cônes du second degré et une €ur^ 
fac^du même ordre, ayant une intersection commune^ 
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W le commet de Vun âes cônes re^te fixe, que la trot* 
sième surface soit aussi constante déforme et de po* 
siUon, quel sera le lieu géométrique du sommet du 
second cône? 

Les équationâ dres trois sur&ces seront, en représen- 
tant par a;', j^', z'^ a:", y", z", les coordonnées des som- 
mets des deux cônes , 

(1 ) (^ -^af')-+ n{y -/ )*:f K^ -t'Y + ac(x - a:')( y — / ) 

+ acf (a;— xO(«— a') +ac'(j^— /)(*—»') = o. 

On exprimera que ces trois sur&ces se coupent suivant 
une même ligue , au moyen de dix relations entre les 
coefficiens a, ô, c, etc., a', ô', c', etc.,p, y , r, *, *, et 
deux indéterminées m et m', si l'on élimine entre ces 
dix équations neuf des dix coefficiens a^b^Cy etc., a', 
!&', c^ • • ; le résultat sera indépendant du dernier et des 
constantes m et m', et l'équation finale 

indique que le sommet «",y, je'' est constamment situé 
sur un même plan. Lorsque le sommet fixe (x', y\ z') 
est extérieur à la sur&ce (3) , ce plan est celui de contact 
avec la sur&ce (3) du cône de tangeuce qui aurait son 
sommet au point (a/, y', je'). En. effet, si l'on désignait 
par ar', y y z' les coordonnées courantes; par a?", j/'j-*'' 
celles d'un point de la surface (3), son plan tangent. en 
ce point aurait pour équation, l'équatipn (4); si au con- 
traire a:', y, J s(Hit constans, pour exprimer que le 
plan tangent doit passer par un point fixe, cette équa,- 
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. lion exprime le plan sur lequel se trouvent tous le* 
J)oint,s de contact or", y , is". 

L'un des cônes pouvant se réduire à l^nsemble de 
deux plans , oh peut regardercomme démontré qae : 

Si un cône du deuxième degré ayant son sommet en. 
un point m y coupe une surmce du même ordre suivant 
deuxcourbes planes, les plans de ces deux courbes et celui 
dé contact du cône de tangence, à la surfece donnée, 
ayant son soinmet au point m, se couperont tous trois 
«uivànt une même Ugne droite. 

D'ailleurs on «ait que si le sommet d'un cône tânigent 
à une surfece du second ordre ^ se meut sur une Ugne 
droite donnée, le plan de k courbe de contact passera, 
toujours par la droite qui joint les p6ihts de contact des 
plans tangens à la surfece menés par la droite donnée^ 
On peut donc encore regarder comme démontré par la^ 
solution précédente, i*: que si le sotom'et (a?', y', je^) du 
cône (i) se meut sur une droite donnée , le sommet 
(x"y y y s!') du cône (a) se mouvra sur une seconde 
droite , laquelle passera par les points de contact des 
plkns tangens à la surfece (3) mei^és par la première, 
droite* 

c^^. Que si l'interaction d'un cône du decond degré, 
et d'une surfece du même ordre se compose dé deux 
çowbes planes, que les plans de ces courbes passent ppr 
une droite donnée, le sommet du cône sera situé sur la 
droite qui joint les points de contact avec la surfece 
\ des plans tangensmenés par la ligne fixe. Enfin*, dans| ce 
. deriiier cas, si parla droite qui joint ces points de coïi-t 
tact, on conçoit un plan quelconque, qui couperait la 
^urfece suivant ime section conique , le cône, suivait 

4 



.^eax arêtes^ les plans sécans et langeas siuvant àe^ 
lignes droites passant par tin même point , on pom*ra 
.conclure aisément la sdution du problème analogue^ 
relatif auxcouri>es du second degré qui est résolu direc- 
tement dt-dessus. 

Toutes les fois qu^il s^ag^t de résoudre deux problèmes 
analogues, l'un dans l'espace, l'autre sur le plan, il vaut 
mieux commencer par résoudre celui de l'e^ce ; sou* 
vent on en déduit rigoureusement la solution demandée 
sur le plan, tandis qu'en résolvant d'abord la question 
la plus simple, on ne ferait que deviner l'autre par ana- 
^logie. U y a même quelquefois de l'avantage à traiter 
d'abord le problème de l'espi^ce analogue à un pro- 
blème proposé seulement sur le plan; par exemple, on 
ignorerait beaucoup de solutions élégantes du problème 
du cercle tangent à trois autres , si leurs inventeurs 
ne les avaient été chercher dans les sphères. Il est vrai 
qu'en générahsant ainsi un problème, on,peut le rendre 
plus compliqué ; mais aussi cette généralité donne-t-eUe 
^e solution plus applicable à tous les cas particuliers 
de l'énoncé. C'est^ pour ainsi dire, une question d'Aritb» 
métique résolue par l'Algèbre, pour obtenir une for- 
taxÛJd où se trouve écrite la réponse à toutes les . ques-^ 
lions semblables* 

Détermination des courbes et surfaces par la Géomé* 

trie descriptive. 

24- ^^ appliquant aux lignes et sur&ces du 8econ4 
degré, le moyen d'élimination que nous avons indiqué, 
nous avons déduit de la simple considération de quel- 
queséquations, la démonstration deplusieurs théorème» 
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qui pBtnnetït demr là kisolutiûii cdmplète dfes proMèinnf 
;âuivàiis> .. 

PROBLÈjtft: ï. Etant dormes qizatre points sur iM 
plan^ déterminer graphiqiiement tous les élèmms d^unû 
parabole (issujétie à passer par ces quatre points. 

Soient A, B, CvD(fig» 10} les quatre points donnés ^ 
les, droites ABM/CDfil penVeM être considérées dans 
lp4ir ensemble comme une %ètion conique , ayant avec 
la parabole à ^étennin^ quatre poâ&ts communs ^ il en 
sera de même des droites AND/BNC. Diaprés lé théo- 
rème du Problème IJ (pi^ 3a), les diamètres eon ju-* 
gués à un systàne quelconque dâ cordes patallèles^ 
appartenant à ces deux réunions de l^es droites, et à 
la parabole demandée , ^devront se tx)uiper éa un même 
point. U suit de là, que si l'on pouvait déterminer la 
direction des cordes, pour lesquelles les trois diamètres 
conjugués sopt parallèles, la direction de ces diamètres 
serait celle du grand àxe de k coUrbe cherchée. 
. Soit dojpQ'proposé de mener par jie point B une droite 
BS^^; coupant AD en X, DC en Y, telle qu'il y ait pa- 
Killâisme entre les lignes qui joignent les Commets M 
et N, avec les miUeux respectifs des cordes BY, BX. 
Supposons le problème résolu. G^nsidérons le {iarallé^ 
logramme BNXQ, les lignes NQ, BX en seroilt lès dia-t 
gonfles , par conséquent , TangleGBCïisîDÎNCet la droite 
BX partage en deux parties égales la corde RJN et toutes 
celles qui lui seraient parallèles. On devra donc avoir 
PEsssPFj E et F étant lés points de rencontre de MP, 
l^r^Uèles àJNQ, avec les deux côtés de l'angle GBG; la 
figure BFYË sera dose un ps^allélc^amiue. On aura 
âioifs les proporticms 

ey:fc::my:mc, eg:fy::mg:my. 



nais EY:=BF €t EY : FC :: EG: Ft; oïk^ adùfe 
BF : FC :: my : mc, bf : fc :: mg : my- 

ées deux nouvelles proportions multipliées l'une |)ar 
l'autre 9 donnent 

xm pourra donc à priori déterminer le point F, el pàf 
«uite la direction MP qui doit^être celle du grand axe ou* 
de tout autre diamètre de la parabole cherchée. Lepoint 
F pouvant être situé sur DC ou sur Son prolongement , 
pn voit <{u'il existera deux directions MP, et par suite 
deux paraboles assujéties à passer par les quatre points 
àonnés ^ c'est un résultat que le calcul lious avait offert 
dans une autre circonstance. {Problème Tï, pag. Ss). 

Ayant ainsi déterminé la direction des diamètres de 
la parabole', proposons-nous de mener une tangente à 
cette courbe, en un des points donnés, par le point D, 
par exemple. Cette tangente doit-êtt'e parallèle ' aux 
cordes que le diamètre DE (fig. i i) divise en» deux par- 
ties égaleâ. Si d'un point quelconque de ce diamètre, 
. ^n pouvait mener deux tangentes à la parabole , la droite 
qui joindrait leurs points de contact serait conjuguée à 
Cie. diamètre,, par conséquent parallèle à la tangente au 
point S. Or, si l^n prolonge BA jusqu'à la rencontre 
de DE en F,, il sera aisé de déterminer la position de la 
. jjigne de contact des tangentes menées par ce point. 
En effet , la ligne FBA est une sécante ainsi que la ligne. 
FDE, pour laquelle un des points d'intersection avec la 
. courbe est situé à l'infini ; si donc on joint 'deiiï à dewC 
les intersections réciproques dé ces deux sécantes avec' 
la section conique cherchée par les diroités jAMD et^A^ 






(S3TJ ^ 
finïiêle^k DE y et encofe par lès droites DBN et N^ 
aussîparallèlfis.à DE, les points M et N d'intersectiofir 
de CCS nouYçUeS' sécantes > devôt^t êtte situés Sur la lignes 
de contact éeà tangentes, à- b parabole menée par le- 
point F, elleseradéterminée par cette construction, 
ainsi que la tangente au poiat & qui doit hn être paral- 
lèle. 

D'après ceJ», il sera àîsé de-frourer'la position du 
ftiyer, le grand axe^ et te sommet de la parabole cRer- 
diée. En eflfet, latangenteen un point D étant construite, 
pour trouver céHe en tout autre point, au point B, par 
exemple, il suffit d'bbserver qiie ces deux tangentes 
doivent seccupereii un mêmëpbitilK:('fig. 1 2) , situé sur 
lediametreconjtiguéàlà cordé BD. liié^ lignes Ârtenées dès 
point de contact au foyer sont aWàik iiicliriées sur Jès 
;langeiitesye|ué lfii3;di«imè'très;.si doné on lés consti^uitau 
moyen de cette propriétéylfeiit pWiit'#inlérsëctioh sera 
le foyer F, et donnera un des; ponità du grand axe dont 
on connaît la direction JSoup trouver la position dû 
^omœdl,^ on. profengerâ lé dîamètriô' GS de BN=Bï^ 
la dïsiîâleiRL, perpendiculaire »u grand axe-, sera la di^ 
rectrice^ et le milieu Sde^FL le sommet de la parabole; 

ProbX'Ème II. Déterminer grctpfnqu^ment tous les 
Siemens . d^urie . section coniifuê uasùjéiië d passer par 
finq points aonnés s firttn ptàn^ 
. Soient A ^S^ G, D, E (fig. i3) les^^cinqpoints donnés j 
les lignes» AB^ CDpeùv eut être considérées da^I eurent 
^ei^d^lecommexinei section: OGmf|ue,,âîu3i que les droites 
AC^ BD; cestdeuxlieuxgéômétriquesdudeuxièmèdegré 
seyant quatre points A , B ,.€ ^'D codmatuit^ avec la courbe 
ih^ricbéa;. les trois diamètees* conjugués auj^ sysliéùicsip 
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âç€otdes parallèles à DE ^ ge couperont enutiinêmepoîiit 
î^, qu'il est aisé de ooustiwe^ puisque l'on peut <féter^ 
miner les deux diamètre coujugués corréèpoiidaii3 aux 
deux lieux géométrique^ du deoxièoabe de^é(AB^ CD) 
et (ACj^BD) :1a droite qui joindrait ce point Pet fe mi*- 
lieu Q de la difoite. DE sera* donc le diamètre eonjùgùé 
appartenant à la section conique demandée. Par .une 
constructicui entièrement semblable , on. construirait 
la direction d'un autre diamètre de cette même, courbe 
conjugué à la corde .A£^ L'intersection de ces deux 
diamètres sera le centre de la.aeqti^a conic}ue cherchée^ 
S'ils étaient parallèles , la com*be du seeond degré qui 
passerait paf lesemq points donnés serait une parabole,^ 
dont on déterminemit lès «utre:^ él^éateios ^omme dans, 
le problème précédente. : 

Si le centrci n'es^ pas isiftuéà l'ia&ii^ la courbe sera 
lane ellipse ou une hyperbole; soin centre O et tms de 
ces points A ) ^x C(^^ 1 4} isuffiront pour la déterminer 
entiikement. Pour y parvenir^ nous nous proposerons 
d'abord de trouver la position de deux de ses diamètres 
conjugués. Soit prolongée la ligne AO, de OD^^^^^AO^ 
D. sera la secoi^de i^trémité du diamètre AOD. Si d'uA 
point fixe pris sur ce diamètre on appose menées deux, 
eécantes a la courbe , qu'on joigne deux a deux les ex^ 
trémités rédproques des cordes qu'elles déterminent; 
ces nouvdles sécantes se couperoilt sur mie droite con-^ 
juguée au diamèftè AD (pag^ 4^). Si donc on prend 
pour point fixe, le pointMderehconirede BG avecDA^ 
et pour sécantes ces mêmes droitesi^ le point P d'inter^ 
8ectk>n des droites AB y CD ^ et le point Q d'intersection 
de ACetDB détermineront la direction PQdu^diainètre 
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OE conjugae à AD. Une parallèle BR à OE assîgqertf 
la nature de la section conique; si elle vient rencontrer 
le diamètre ACL entre A et D, la courbe demandée sera 
une ellipse, et une hyperbole dans le ca» contraire. 

Si la section conique doit être une ellipse , on pourrez 
déterminer lalongueur dti diamètre conjuguéà AO , con^ 
naissant AD , la direction OE (fig. 1 5) et le point B seules 
inent..En effet, soit AO==ot^ E0=7»=le demi-diamètre 
inconnu f. on observera que dans^ l'ellip^ proposée rap-i 
portée à ces deux diamètres y et dans eeUe qui aurait pouc 
axesi^ctangulaires AD=^:am, etH0K=27?^ des ordon-r 
nées d'égales grandeurs correspondent aux mêmes al>« 
Bcisses. Sidonc on élève PQ = PBperpendiculàire à AD ,• 
il suiHra de trouver le demi-axe n d'une ellipse dont le 
second demi-axe OA == m serait donné, et dont on 
connaîtrait déplus un point Q.. Pour eelaon déorira du 
xayon A un cercle ooncentrique à la courbe proposée ^ 

lequel viendra couper PQ en un point R, tel que -^ 

PR- 

sera égal à p^. Pour eonstruire OE = n quatrianepro-; 

porlionnelle à ni^ PQ, PR, soit pris OS ssim ; la droite 
SR viendra couper OA prolongée en un point Y, et YB 
devra passer par le point £. J v 

Connaissant ainsk les grandeurs et les directions dé 
deux diamètres conjugués de l'ellipse proposée, on peut 
déterminer les deux axes principaux de cette section 
oonique. En effet, latangeate T AT' (fig.. 1 6) parallèle 
à OE, doit couper les deux directions OT, 01' de c» 
axes en des points T et T'; tels que Ton ait AT X AT'' 

jsssOE 5= n* (ce qu'il est facile de vérifier par l'Analyse); 
Hudonc au point A on élève AF= OE perpaidiculaire 
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SL k tangente AT, il suffira pour détenniner les pointa 
T. et T'j de construire un cercle qui passerait par les 
pointa F et O, et qui aurait son centre sur la tangente* 
TT' étant le diamètre de ce cercle d'après cette con- 
struction, AT X AT'=: AÎ':== de' et l'angle TOT' sera 
droit. Enfin, pour trouver la longueur des axes del'el- 
lipsfe , sur ÔT', comme diamètre , on décrira un cercle 
qui rencontra AP, parallèle à GT, en un point Q, de 
sorte que T'Q sera tisingent au cercle de rayon OQ qu* 
aurait son centre en O j il sera aisé , d^àprès cela , de dé-^ 
montrer que OQest le demi-axe A dont OT'serait la di- 
rection j le second demi-axe B sera ensuite donné par la 

j)roportipn = =3-r , çt tous les élémens dç l'ellipse §e-v 

ïont connus. 

Si la- section conique doit être ime hyperbole, om 
pourra sa proposer die déterminer tes asymptotes dé la 
courbe.iSoit AG(fig'. i:7)uQdfemi-diamètre, ATla direc-» 
tiondeson conjugué j AT sera la tangente au point Aj et 
si Tet T'isont les deux'points de rencontré avec les deux 
asyniptotea^^ on devra avoir AT:;= AT'. Soit B un autre 
point de la courbe, G le point milieu de la corde ABj si 
A', B' sont les points d'intersection de cette sécante avec 
les asymptotes, oj> devra encore avoir B'CasrA'C. 
Supposons menée TS parallèle à AB-; elle coupera OC 
en un point Ftel,queFT:;=aFS3=s:AA',puisqueTA=n=T'A 
et A'Cs3=B'C. Soit encore D le point d'intersection de 
AT et CO ; les lignes A'F, AD seront parallèles ainsi- 
que A'û et AF^ ce qui donnera tes prc^ortions 

CA: CA' ::CD: cf, 
CA: CA'::CF : co. 
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qui multipUées Tune par l'autre ^ donnent en&sk 

CA*:CA*::CD!CO; 

on pourra donc aisément déterminer le point A^ et par 
suite les asymptotes. Opérant la bisection des angles 
qu'elles font entre elles, on aura la direction des axes^ 
principaux' de Fhyperbole. Si Pôn suppose ce lieu géo^^ 
métrique rapporté à ses deux asynïptotes comme axes 
coordonnés , le produit des coordonnées correspondantes. 
à un point quelconque, doit être égal au quarré de la 
demi-distance du centre à Fun des foyers j on pourra 
donc aisément déterminer cette distance entière. Con- 
naissant ainsi les foyers, la distance du centre au pied 
de la perpendiculaire abaissée dPun des foyers sur une 
asymptote, sera la longueur du demi-grand axe de l'hy- 
perbole, et les élémens de cette courbe seront tous dér 
terminé». 

Problème 111. Déterminer îe sommet d^un cône dont 
on donne huit points^ savoir, cinq surunplany et trois 
dans Vespace. 

Soient A, B, C, D, E les cinq points situés sur un 
même plan , F, G , H les trois autres ; les cinq premiers 
déterminent une section du cône proposé (fig. i8), dont 
il est fecile de détermiiioier le centre et par suite tousles 
élémens. Soit S le sommet demandé; les droites SF;SG^ 
SH étant des génératrices du eone , viendront rencon- 
trer en F^, G', H' la courbe ABCDE. Les trois côtés du 
triangle inscrit F'G'H' rencontreront les côtés corres- 
pondans du triangle FGH, en des points M, N, P situés 
sur la commune intersection des plans ABC , FGH'î 
comme ces points sont &ciles à détcroiiner à prjxfri, hk 
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âéteraimation da tnangle F'G'H' ne dépend qae de- 
la solution de ce problème*. 

Insçriredans une section conique donnée untriangle- 
dont les côtés soient assujétis à passer par trois points; 
donnés sur une même droite*. 

Ce problème étant toujours susceptible dé deux so- 
lutions ^ on pourra par la construction que nous indi- 
querons plus bas y déterminer deux triangles F^'H'^ 
F'G"H", dont lés côtés passeront par les trois points^ 
M, N , P, et de là les sommets S de deux cônes passant 
par les huit points donnés.. 

Remarquai Un de ces cônes est déterminé par son^ 
sommet S et sa base ABCDE. Avec ces données on peut 
aisément construire son plan, diamétral conjugué à urt 
système de cordes parallèles donné* Soit par exemple 
SLla direction de ces cordes ; on mènera par cette ligne- 
deux plans quelconques; chacun d'eux, coupera le cône* 
suivant l'ensemble de deux droites, ligne du seconde 
degré dont il est £icile de déterminer le diamètre con* 
jugué à la direction SL; on aura ainsi deux diamètres^ 
conjugués à cette direetionjleplanquiles contiendnu 
sera le plan diamétral, demsuadé.. 

Revenons maintenamt à là. solution du problème de* 
Géométrie plane que nous n'avons fait qu'indiquer. Afin 
de ne rien emprtmter d'aucune théorie étrangère , j'ex- 
poserai ici une construction de ce problème, déduite 
d'une analyse qui semble devoir au premier abord con- 
duire à des résultats compliqués ,, mjais qui se simplifie 
nnguUèrement.. 

Supposons ^8 la section conique proposée soit une- 
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ellipse, son équation sera de la forme 

Soient a, ff, ^', 6', a'', C", les coordonnées des points 
M, N , P; a:'j y celles du point G' inconnu, liées par la 
relation 

les droite^ MC, NG' auront pour équâtioM 

Cy -y) (x* - «)- (X -«0 (/ - C) =o, 

leur ensemble pourra être r^résenté par l'équation 
(3) (y-yy (Jf'-- ) (^- -O- (* - «0 (>"-/) 

x(y-c)(y-c)=o. 

Les coordonnées de tout point d'interseetion des deux 
lieux géométriques (i) et (3) devront satisÊûre à ces, 
deux équations , et à toute ccmiHnéede ces mêmes équa- 
tions. Les équations (i) et (a) donnant par leur sous- 

g—^ a* C.y +y) . 

et par la substitution de ce rapport dans l'équation (3) 

3Les Mieux géoinélriques (3) et (4) passent tons deux: 
par les points t', H^ Si l*on ajotite ces deux équations, 
après avoir divisé la première para'J*, on aura, touta 
rédnetioli fiiite, en vertu des équations (î) et (â]^ 



traction 

3C 



(fo) 

C'est Féquatîbn d'une ligne droite qui devant passer 
par lès pomts^F'i H'^ n'est autre queF'H'. Si cette droite- 
devait être parallèle à MN 5^ c'est-à-dire si le point Pétait, 
situé à l'infini sur cette droite ,. l'équation (5) mise soufc 

h. forme m --f-7*v=;=p devrait donner "^ / + — =<>î. 

a b ^ «f — • an '* 

OU bieu^ea substituant les valeurs^-de m et de 7^ ^ 



a^ à* a^ 






c^est en x'] y y l'équation d'une droite qui-, par son ihter* 
section avec l'ellipse proposée, donnera le point G'; on-, 
peut aisément la construire d'après les considérations 
suivantes. 

Les droites T^ T' qui joignent. lès pomts de contact 
difes tangèntesà la courbe (i) menées par lès points M^^ 
N, ont pour équations 

tcx Cy>' ut Cy 

Soient/?, q lès perpendiculaires abaissées da point G',\ 
m, /i. celles abaissées des points M', N sur ces drpitey 

T et T'j l'équation (6) se réduira à ^2^=- fil suffit donc ^, 

cour construire la droite (6)^ de mener MR parallèle à 
T, NK à T' et de joindre R avepi^ point I d'i^tersectiom 
de T et T'. Cette constructioa simple de>î^nt jiidépen-»- 
dante dé 1^ nature de la courbe gropp^éej elle su ^pnc: 



ïeuîoT&qne telle courbe est une liyperbole ou utièpâ'- 
rabole. 

Si le point P est placé d'une manière quelconque par 
rapport aux points M, N, l'équation (5) devra être sa-- 
tisfaite en y faisant ar = a'^, j^ t= Ç^'; Péquation résul- 
limte en ^^y\ sera celle d'une ligne droite qui, par son 
îutwsection avec l'ellipse proposée , donnera le point G'j 
on pourra encore la construire par des considérations 
analogues aux précédentes, 

V Soient en efet T, T', V^ les droites de contact des 
{>oûit8 M , N , P; /),/?', ^'^ lés perpendiculaires abaissées 
dju point .G' sur ces trois droites ; A et B celles abaissées 
de N et P sur T, A' et B' de M et P sur T'j Féquatioa 
^1' »'^r^' deviendra 

(5) P^ = JP' + JV- 

Soient encore m , ni^ nJ' les trois côtés du triangle formé 

par les droites T, T*, T'j soit sa surface j on doit 



âvour 



.<«^.p'=S^+^^'+*' 



si on élimine p" entre (6) et (5), on aura entre p et // 
la reiation 

w K5-?)+''-(^-^)+»=°' 

cUe représente ^n p et p' une droite que l'on peut oon* 
struire aisément dans Fangle des deux droites T et T'. 

Lorsque le point P est sur MN, on sait que les droites 
T, 1', 1' passent par un même point 1; on a donc 
iiç=: 0| 7w = , m'fszo^ . ^"=0; mais les rapports 

^,^, sont finis et égaux a j^,, ^„ en représentant par 
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M, M', M'', ks loîigueurs des trois côtes d'un triangle 
dont les directions seraient parallèles à T; 1', V'} dans 
,f^ cas réquation (7) se réduit à 

et la droite G'C passe aussi par le point L Là constrac* 
lion des équations (7) et (8) devenant indépmdante do 
la nature de la section conique proposée, sea la même 
pour l'ellipse, la parabole et Thyperbole. 

Problème lY . Déterminer le centre et par suite trois 
diamètres conjugués c^une surface assujétie à passer 
par cinq points sur un plan, et quatre points dans 
f^espace* 

Soient A, B, C, D , E les cinq points situes «or tin 
même plan, F, G, H, R les quatre autres ; on déternû* 
liera par le problème précédent les deux cônes passant 
par les huit premiers points. En vertu du Schoîie du 
Problème JTI^ pag. 38, les plans diamétraux décès 
deux cônes et de la sur&ce, conjugués à un système 
quelconque de cordes parallèles, se coupent suivant une 
même droite. Soit donc L la droite d'intersection des 
plans diamétraux des cônes conjugués a la direction FK; 
le plan qui la contiendra , ainsi que le point milieu de 
FK , passera, par le "centre de la surfaôe dçmaqdée. Si 
l'on construit de la même manière les plans diamétraux 
de cette surface conjugués aux directions GK et HK , 
on aura trois plans dont le point d'intersection sera le 
centre O de la »irface demandée. 

Pour déterminer complètement la sur&ce proposée, 
nous considérerons successivemeiit tes différentes na*' 
tures de la courbe ABGDE. 
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A Si cette icotir))e est tine ellipse (fig. i9)/soit(y son 
^ntre, 00^ est la direction du diamètre conjugué au 
plan ABC ; le plan OOT détermine une seetion MN£ 
<le la sur&cè aisée à construire, puisque Ton connaît 
deuxdecespointsM, F, le centre O et les directions 00', 
MN de deux de ses diamètres c(m jugués ; cette section 
JMDNF est une ellipse ou une hyperbole. Si c'est une 
ellipse, la surface proposée est un ellipsoïde dont on 
peutconstruire le système de trois diamètres conjugués* 
Soient à cet effet , PQ , M'N' les longueurs des diamètres 
^e la section MNF, dont 00^ MN sont les directions; 
soit sur le plan ABC , SO'R le diamètre conjugué de 
ISlCnSy PQ et S'O'B.' les diamètres conjugués de la sec- 
tion PSQ £tcile à déterminer ; les trois diamètres PQ, 
M^\ S'R' seront conjugués entre eux. Si la section MNE^ 
est une hyperbole (fig. 20) , la surface proposée est un 
fayperboloïde; cet hyperboloïde n'a qu'une nappe si les 
points M et N sont sur deux branches différentes de 
l'hyperbole MNF, U y en a deux au contraire lorsque 
ces points sont sur une même branche de là courbe ; 
, quoi qu'il en soit , on pourra construire les asymptotes 
ON", OM'' de la courbe MNF qui viendront couper le 
plan ABC en M" et IV' ^ la courbe menée par ces deux 
points semblable et concentrique à ABC appartiendra 
au cône asymptotique de la sur&ce ayant son sommet 
au centre O , lequel sera complètement déterminé par 
cette construction. 

2"*. Si la courbe ABCDE est une hyperbole (fig. 21) 
dont O'S, O'S' sont les asymptotes, la sur&ce proposée 
ne peut-être qu'un hyperboloïde j les parallèles OT et 
OX^ à O'S et O'S' sont des génératricp 4e son cône 



'^tsymptotique. Si par la droite OTrime (Telle et le point 

• F on feit passer un plan , il coupera la courbe ABC en 

tin point unique M ; la section MOF est une hyperbole 

dont OT est une asymptote* Soit Tle point de rencontre 

deMFetdeOT;onprendrasurMF>MR=:TF,etRO 

sera la seconde asymptote de l'hyperbole MOF : cetta 

nouvelle génératrice du cône asymptotique viendra 

rencontrer le plan ABC en un point V; selon qu'il sera 

. à l'extérieur ou à l'intérieur de la courbe ABC , l'hyper- 

bploïde n'aura qu'une seule nappe ou en aura deux ; 

. dans tous les cas, la courbé menée par ce point Y sem-' 

blable et concentrique à l'hyperbole ABC, pourra être 

considérée comme la base du cône asymptotique dont 

.O est le sommet. 

3**. Enfin, si la courbe ABCDË est une parabole, la 
sur&ce proposée est un hyperboloïde; une parallèle OT 
aux diamètres de la courbe ABC est une génératrice 
du cône asymptotique de la sur&ce. Le plan OTF coupe 
la parabole ABC en un point M , cette section est xme 
hyperbole dont OT est une asymptote; on peut donc 
déterminer le cône asymptotique comme dans le cas 
précédent. 

Les trois plans qui , par leur intersection déterminent 
le centre O de la sur&ce demandée, peuvent être tels , 
que l'un quelconque d'entre eux soit parallèle à l'inter- 
section des deux autres. Dans ce cas , le centre est situé 
à l'infini sur cette droite qui est un diamètre , et la sur- 
&ce est un paraboloïde. 

I*. Si la courbe ABCDE est une ellipse, le parabo- 
loïde est elliptique. Soit O' (fig. 22) le centre de ABC, 
i)'0 un des dijumètres de la sw&ce j le plan O'OF cou- 
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fèrakcrârbe ABC en deax pcditts M, N j œttë séctîôf^ 
MNF est.ii&e)pairaiHd[e aisée à oon«lraire, ^connaîssaYxlS 
tibies ésiceBfoiDtaMjHi Feft -k direotipnCKÔ dé Us 
dÎElmélrBS) soient PO^ B0S kg dîmndtres des coui^bès 
MMF el ABC oonpignés à MN j k section FRS sera une 
smtiir'paindMk de kstirfiicecoi^agtiéeà k courbe TiSSfP 
etaupknAfiC 

2*. Si k courbe ABCDE est une hyperbole , k surfice 
4oït êtt^ un paraboloïdô hiyperboKcjue. Soit toujours O' 




toujours feîre passer un pkn qui cpupe rhyperbole eijt 
détut^pdnts M tt N situés Ém line même branche, là 
8ef^tion résultante MW? est taie parabole dont on peut; 
feiflcmettt dëtérminerléà élêmens.Soît RCï'le diamètre 
de ABC conjugué à MN, leplan.RO'Ocoup^a leçcourbes . 
ABC, MNF éfi^despbirits 11, S et f; là section RSP ser^ 
lîiicoréTiiaé^paTiabôkr fedlë à constrijire. Soit Q le point 
où elle coupe O'Oj si^ Foh Êiît descendré en ce ppint Q 
éewinéliomolo^e â Pk parabole' MPIUIP, son plan sera 
fe -conjugué' dêsr deux autfek ASC , ÏÎSP, . . ^ 

' 3*» Enfin si la courbe AJBŒ)]£^ ^t unç paJrabole, sùOk 
ajfc^ jii^it êtric néoessairement paraU^lq ^ }a érection FCK 
<le^ 4i^metre^ du parabolqïde. Sâ^d^i^^ on 9iè|i;e un pknf 
paj?/}eto âes.poinï(^4pnnés F fit j^j^jet fiark ligne F0> 
il coupera la, courbe. ABC ett up jpçint M, k Metiou; 
lâÛ^'G ser^ un^ paraboi^ ^cile à.construire-JRî^r untroi-* 
îSèine point ÏI on màaera un iplan qupi ooupera k parà««* 
boîe ABC en dei|x points L et ff ,.k parabok MF6 €sa, ' 
deux autres.P^ Q;,^t j^ttvant que k section HUNPQ 

5 
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tera cm une elËp3e <m une h3rperbblè , cm ttc^BVèf^ )k 
construction comme dans un des cas. précédent. 

Les plans qtd par leur i^itersecticiû déterminent I9 
centre O, peuvent se couper dmvaxit une même droite , 
alor^ la sm&oe est un cylindre dont cette droite est 
l'axe i dans ce cas, la courbe ABCDE doit nécessairement 
avoir un centre , et peut être considéréeconuoe la direc- 
trice du cylindre. ' - 

Enfin si ces plans s()nt parallèles, la sur&ce.ne peut 
être qu'un cylindre paraboUcpie. Alors la ()ourbe ABCDE 
ne peut être cp'une parabdie dont l'axe est parallèle 
aux plans diamétraux; de la surÊice. On aura la géné- 
ratrice de ce cylindre^ en )jienan{^ par le point K un 
plan parallèle aux plans diamétraux.^ il viendra couper, 
la courbe ABC en un point M, MK. sera la génjératric^ 
demandée» , . • ^ , 

Dans tous les cas y les élemens^le la sur^ce c|ae nous 
avons déterminés sufiiront pour construira .^^on. plan^ 
diamétral conjugué à une direction df^^iiée. , , 

i\ Quand laâur&ce est un eUi\psoïde,opcon^^ 
de ses diamètres conjugués PQ, MW', R'S' (fig, 19). 
Soit XOY le diamètre dont on demande le plan dia-* 
jnétrai conjugué. La section M'OX à pour diamètres 
conjugués M'O et OT, intersection des plans R^OP^ 
M'OX; eUe est ddùè connue entièrement ; on peut y 
construire un premier diamètre OY conjugué à OX : 
par une constructiôii'èitSèl'èiùent semblable', on aura 
OU autre diamètre conjugué à ÔX sitiié'ci^ns k section 
R'OX ; le plan VOU sera lé plan ;diàmetrâf dcimandé. , 

i2*. Quand la surÊice esttto hyperboloïdé, on connaît 
son cône asymptotique^ lequel a le même plan diamé-; 
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Itû coùjugué à k direction donnée qoe la surfece-def 
mandée ; alors, la. remarque du px)blème précédent 
donne le in^^fen de construire œpbn diam^ ; 

; : 'â^. Quasad la supfiicq ^st un, paraboloïde.,, on connaît, 
en unpoiBft S deux paraboles conjuguées , etTO^^ 
.AJâGPEpardleife auplan tangent de la surface au:ppi^t 
S> et dont lecesntre^^t sur le diamètre SO de la surface.. 
Soit SX la direction donnée, on mènera un plan paral-^ 
fâle à 0$X qcii caupera k cçmrbe ABCDE en-deux 
pQint3 M et N y etlHine de^p^abgj^s. conjuguées, en un. 
ppint P , on déterminera le diappwètre de la sectipn MNP, 
wnjugué àla4ireptiopSX.(MTîépéteri^cnsui^ h^m 
çonstrnctiotoL pour xm. antre phft . t^qiîjQijKs , j^^lj^jp à^ 
OSX- Uensemtle d?8 deux diaB|içl?«§ conjugués à SX; 
àitiiBi obtenu, déterminera Je plan dji^métraï demaqdé. , 
' 4*. JQaand la «wfeçe sera un cylindre , on feca deut 

sections dans la surface pai^l^les à 1^ génératrice et èr 
UdttWliojfcdonnée^; chacune douces sections sera l'en- 

KBornbléde deux droites paralleti» ; leurs deuf diam^tresi 
i^rmlilf^P^t Je plan diamétral 4emandé. Si le cylindre 
n'est pas parabolique , unl^seulç secUçn^ufiit, toutplaaii 
4iôn]ét«i d^vafit |)agser par Vax^. : l : \ . 

'4Umàite^ conjugi^^ d'ime surface^ ffyi sçconfi ôrsdrtg^ 
^i^uji^à p<^.^fr>P^^ î»^*^. points sur un plem et 
einqdam VespAce^l * 

SoientîA,:»jC, P le? quatre; points qui son^ sur un^ 
iDème pla|]t;R,rP,G,:H,K les cinq autres. Soient E^, 
T£}' deux'points.quelconques du plan A^j B^Ç» P; V^^ 
les neuf points A, By G, D,,E',F, 0, H,K.j,pn.fen^ 
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ôeuFaiitres A,B,C,D, E'", F, G,HyK.Oûdètermw 
nerales plans diamétratix de œs deaxs^r&eescdnjuguéi^ 
à la direction ÈF. Soit h leur droite d'ihtkrBéeiio& ; li»- 
plan t[ni , k contenant ^ passera pirr le ndfieti d« £F,- sera 
Un plan diamétral appartenant k k suii^ demandée.) 
On construira dé k même ttiànièrelès-^an^^amétraux 
de cette surfece conjugués aux coities EG , EH; on aura' 
âldrs trois pkns dont Piûtei^eéttob i^àie ùemi^ O de 
k stûrfacé. Le pkn ABGD toupera celle fetoface ^vant 
litie courbe dont le centre if sera rniterseetidn de cft 
pkn et du diamètre 00' conjugué à cette section j k 
droite OCy est l'ihtersëcfion'dé deux plaaos dîaméttlËUjl? 
conjugués .à dettôL'dlatfaétl'ëÀ ^à^aMèÀ fiKl pkli ASGd^ 
pkns qù^û eêt firbiledeconstridre àtt moyen des sudace^ 
auxiliaires. Le centre O' étant connu > k49e<$1ioti ABC2) 
â'^ déduifa aidéÀMht;Oki a^hèVëtti eite«ltë k'Bpluliou 

ëiàmètires cànjugéés if une àurfbee du4iW(^ tjrêm 
Msaiifkie À passer pat )^ufp>hUl8 4(^hnéi9 d^ne mdi^ 
Mère quelconque diim VespMe; • • : 

Soient A, B, G, D, E, F, O, «, K tes ïifeilf poînto 
ddnhé^. Sbîént ébcrire D'^ ly* deux f^rAÀ q^t^Mqàes 
du pkii ÂBG. On fera f^ssef ime s\»*(àt^ pëf kAI Hdtil' 
points A, B, C, iy, E^Pj G^ H, K,^Mite kifti^ ^t» le» 
neuf points A, B^ C, D'', E, F, 6 , H, R;AÀm\oye]9^ 
ées deux SûrSèeà aùx51îaitês.y on eonsftruirà Ifes pkns 
diamétraux de k suri^fîtée j[h*ô^osée e6n|ugué^iAij| eordet 
PQ, ^i 06; leur iniUersecttou dbnnérbië céttt^ O de 
k sufftce^demantiée.'Le^pkn^ABC ceupë^ oeltfe siar-i 
Àiâe^siiv^nt une courbé dont le èe&ti«4^ite eMblMeurt 



C0imne dansleproblème précédeiiff; cê centre O^^et troik 
pointe A 9 B , C, sa(BiH)ât pour dalertmiiiirGomj^ 
cette âectién; lè reste de k fÊ^hdîùA $è ibra alors* 
commie dans le Problème IV. 

TeHe est la qùe^tioiir la plus gé&érale ^ne l'oit poisse* 
j^pûser snrtes-surfaees^iu second ei^e. La 6éotnétrie 
^^y &it usage que d]b la Eghe difoite et du cerde; et cek 
devait-être ainsi, puisque la sokitioô al^briqise dé- 
p^d de k résolut ju>i> den«iif équations du premier de- 
'^ gré à neuf inconnues^ 

:i5. Il est à rettiai^(pier qœ^f dans le problème dont 
nous v^nolis de nous occuper^ il h'est peut-être aucune 
*^des prépriétés des lignes et surfect* dit second ifegré 
que nous n'ayons énoncée ; «cBsi n'est-ce paa ûiie solu- 
tion totalement géométrique^^ pmsqûrelle^ s'appuie sur 
•des pr<>pôi3itkms queFAnaly^ 

Ne pourrait-on pas cofacltoe de là, qu'un dfes prii>^ 
eipau& buts dé l'étude des pr^iiétés dés ËeutSL géomé- 
triques^, est <f acquérir assez de connaissances sm* ks 
èourbes et sur&ees poùt* pèuroir les construire , ou- dh 
môihs les déterminer eomplèl^nent par k Géômâ;rie, 
itirsque Fonr en donne unnomlnre sufiisaut de points^ 

ftéèofuiiQr9 graphique c2^^ équations Jinaîes^ 

36. XJnaubfe but non moins important de l'étude dès 
propriétés dasLcâurbes eC sui^&ces, e^est la^ construction 
des ra^es des éqnatiônS; Une équationr à une seule 
inconnue peut être considérée c(»nmeleréscâtat dé l'é- 
limination d'uneou de deux variables, entre des équà- 
lions représentant dès lignes ou des surfaces. 
• Far exemple , si l'on fait le quarré x'^ de Tmconnue, , 



( 7^ ) ^ 
ëgal au rectan^e py^ dans une équation du troisième 
ou du quatrième degré , elle sera du second dçgré en x 
^y^ ®^ puisque l'éliminaition de j< entre cette équatioH^ 
et x*^=^jjy conduirait à l'équation proposéç^ si l'on, 
construit les deux sections conJ4|âes rfspi^sentées par 
leséquationse^tre lesquelles. se ferait cette éliniipatioii;^ 
les abscisses de leurs poûats d'injbersectipn i^rjontles 
racines, de réquation prq>osee. 

' Pagjeillement, si Ton feit a?^==:/y,j<*35rçjs^ dans-une 
équation du cinquième, sixième, septième ou huitième 
degré), on aura trois équations du deuxième (|egré entre 
tïoi^ variables j et puisque l'élunination de j' et de r 
^c^tre ces trois équations coQduirait a l'équation, propor- 
eée en :v, en constr:uisant les points d'ûitersection dos 
%ois sur&ces du s^ond. wdre qu^^Ues représentent,, 
teurs al;^sci^es seront las racines de l'équatiQnpr:oposée^ 
Pour pouvoir résoudre ainsi; grapbiquen^ent l'éqi^ation 
générale, du huitième degré, il est. nécessaire de^Êdr^ 
.disparaître son deuxième terme j car xf ne pourrait de- 
venii! du second degré en Xy j^, «, par., la supposition 
de a(?*=5?j^ et de^*=-5f^. Pareillemen|; pour que cette 
substitutipn puisse réussir à transfomier ^'équation gé- 
nérale du septième degré, en une autre équation du, 
second degré à trois variables > il faut aussi faire dispa- 
raître son second terme et la i|iultiplier. par x^ 

27. Toute équation du quatrième degré peut êt^e 

ramenée à la résolution: d'une équation du. troisième y 

.c'est ce que le calcul, démontre de plusieurs manières. 

Cette transformation algébrique con^espoqd au change^ 

ment d'une des sections coniques qui construisent 

,l!équation en un ensemble de deux lignes droites. En 



cfiet^ 81 roB. combine les équations des deux* sections 
coniques par voie d^addition^ après avoir multiplié la 
première par une indéterminée m, la seconde par rrly 
^'équation- résultante, sera de la forme. 

{yna + vicl\ a?» + {m* + vnlV^f + a (me 4. nr'c') xy 
•l-a (m<i+ TtiéHyx 4-9 0^.0 + n»'«')j^ + a Cm/-4r »»'/')= o^ 

et représent'cra en général une nouvelle section ccmique 
passant par les points qne l'on se propose de construire; 
81 l'on exprime que ce nouveau Ueu géométrique est 
l'ensemble de deux lignes droites, on aura ime équation- 



m 



de condition du troisième degré en — 7 «élémentdelatom^ 

l>inaison. Lorsque ee rapport sera connn , les deuxlignes 
droites donneixmt par leurs mtevsections avec une des 
sections coniques primitives, les quatre points dont les 
abscisses sont les racines de Téquation: proposée; 

Npus verrons par la suite un exemple de ce change^ 
ment , en nous proposant de mener une normale à l'el-^ 
fipse par un point extérieur». 

On peut trouver immédiatement la relation qui' doit 
ber les coefficiens d'une équation du second degré «à 
deux variables ,,pouiP qu'éHe réprésente l'ensemble de 
deux lignes droites , en observant qu'alors le centre du 
Heu géométrique est un de ses; points^ c'est-à-dire que 
les trois èquationSn 

Ax* + aB^ + €y* + aDx + aE^4. £ = o ,. 
Ax •+- B^ + D := o , 

doivent avoirlieu en même temps. La^ première peut se 
mettre sous là former 
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et se réduit, en Tertu des deuxautres, & ^ 

eh sorte qpe Féçiatioii die eonditidâ démandiée, sersr 7è 
résultat de réiimination de ret de j^ entre trois éqttations 
du premier degré. Par rapj>ort aux coefficient, cette re- 
lation sera du troisième degré» 

28. Pareillement pour exprimer qn^me mriaoe da 
second ordre est un eone, il saS&t d'exprinaer <{&e le 
centre, est sur la sàr&ce, c'est^à-^lii^ >qde les quatre 
équations 
Ar» -}- Ay + AV + oByz + slVxz + aB'jpy -f-âGâ^ 4- aC'jy 

B'x + By 4- A"* 4-.G'= o , 

ont lieujen même temps j ^ eûnmfliela-pMinîm aeimbdk 



a. 



en vertu des trois autres, pour trouV'er la WBi^l^um de^ 
inandée, il suffira d'éliminer les variai;^ ^^^y^ ^9 Wtre 
quatre équations du premier degré*. L'é^piatïton «ésul-* 
tante sera du. quatrûèm^ d^ré pas cappi^ att& mtffi*^ 
^ens. 

Si donc OH combina par Tadditioft les éqnatiûBs de: 
deux surfaces du second ordre , après les mmr nraltl'*^ 
pliéesparles indét^minéesm, m'y l'é^piation résultante 
sera celle d'une troisième aurÊbee^ passant par la courbe 

d'intersection des deux premières j et le report -7 dé- 
pendra de la résolution: d'une équation du quatrième^ 
degré, si l'on veut que cette troisième, surËiee soit une 
sitrËcceconîque. * ' 
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La Géométrie descriptive donne un mdyen feeife de 
construire par points, les projections de la courbe d^in-^ 
ter3ection de âewL cônes , et par suite , cejles des points 
d'intersection de trois surfaces coniques. La réfiolution 
graphique des équations des huit premiers degrés sera 
à&Diç complètement résdue^ si Y<m peut ramener la 
recherche des points d'intersection de trois sur&ces du* 
second ordre, à celle des points cPinterseefion de trois 
cônes. Or, c'est ce que la remarque précédente rend 
possible , an ma yen d'éqoations du quatrième d^ré. 

29» Apres a^oir exprimé analy tiquement les condi- 
tions qui peuventexister entrele^donnéesd^un problème^ 
des raisonnemens justes indioplent ton j<»uirs quelles sont 
les éliminations à effectuer, les quantités à obtenir j et 
comme les méthodes données par l'Algèbre ne sont ja- 
mais incertaines quand il s'agit d'effe€l:uer des élimina- 
tions, hoiss pouvena dire que c'est la partie la moinà 
embarrassante dans la recherche d'une solution. Elle est 
llntermédiaire entre deux points pIusépineccL pour le 
mathématicien , savoir, la mise en équation et la lecture 
géométrique des résnltats de l'Analyse. 

Les équations finales expriment des relations entre 
les données «t les inômnues. Pour parvenir à les demè^ 
1er, ;il y a^des <&cteiirs lootaumuns àrétablir, d^stermes qui 
ont disparu à ajouter, des expressions géométriques ià re-* 
connaitre.^ jSeuvent m^e les transformations qu'elle 
Êtitsubir aux éqisattkms, ne peuvent se prouver que pai^ 
une sorte de Synthèse. Il faut partir de l'équation trans^ 
formée pour démetitrer >sdn identité aveé la primitive. 
C'est par de semblables moyens, que l'Algèbre indique 
qudque&is l'endroit sckr lecpaêl on doit mlerroger % 
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Géométrie , pour c^tenir une solution déduite de b 
seule considération de ses théorèmes. Pour en donner 
im exemplie^^proposons^nou^de traiter par Fbpplicatiou 
de l'Algèbre à la Géométrie te problème suivant. 

Problème. Trouver sur une cipc<mférence ébrinéè- 
unpomtX. (fig^K24) ^^9 qu^en joignant ce point à deux- 
autres A. et^ donnés y lès lignes AX^ BX coupent la 
circonférence en de wa pomfsC jf^G , situés sur- une. par- 
raUèleàAYL 

Dans le problème de îa page 58 nous avons réisolu 
cette question d'une manière plusigénérale, puisqu'au 
lieu du cerde, nous avons considéré' l'ellipse ; nous, 
sommes arrivé, à uneéquatûm finale qui, dans le «as» 
particulier du cercle^ se réduit à 

a, C, et', ^ sont lés eoordonnéesr des points A et Bl 
Cette équation indique une ligne droite à construire 
^ pour un nouveau lieu géométrique du point demandé y 
dont les coordonnées sont x'^^y. 

On peut déduire de cette équation une solution, syn-^ 
thétiqueduproblème. En effet, sil'on suppose AXsscf^^ 
BXc:;:e2', que l'on désigne par ^et ^' les longueurs des. 
tangentes au cerdle donnée menées par les points A ett 
B>on.aura 

«? + C» — R» = t*i «î^-f C*—R* = ir»^1 

et pai: suite 

y ff -|r x'w = i (»^ -f- ,^^ 4. fr — ^ )Y 

yr4-a;^«'=i(R* + »*+g*— rf'*)- 

Ia substitution de ces diffécentes valeurs dMis^é^uar- 
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lîon (^5 dozmera 

-7—=— 7r->- doù j:^^ ou J^^ 

Le rapport des longueurs AX, BX est aiosi détcmainé.; 
d'aiQeurs une proposition géométrique connue, donné 
vn cercle fitcife à construire, pour le lieu géométrique 

AX 

àe tous les points X^ tels que le rapport g^ so^Lt con-* 

gtant. Le pikit demandé sera donc donné par Finter-*- 
èection de deux cercles. 

Ifes considérations purement géométriques conduî-* 
raient au même résultat que iWaJyse précédente, c^e 
on a , soit d'aprèsla nature des dunnéés, soîld'après cell^ 
de renoncé^ 

AXxAC=«% BXxBC'^t'^ 

Âc:BC;:aX:bx^ 

d'où l'on déduit aisément 

AX Aç_;^ ^ . 

d Wi enfiii ' p = ^Y* 

L'Analyse algébrique, ijadique ici à la Géométrie Ift 
solution la plusdireçte de la question praposée^Gnpour^ 
rait en effet .trouver d'autres moyens de construction^ 
en &isant remarquer l'identité du point demandé avec 
celui de coQtact d'un cercle tangent au cercle donné,, 
passant par les points A et B, ]\fais cette transformation, 
ae l'énoncé ne donnerait qu'une solution indirecte. 

Le plus souvent , l'étude dès équations finales ne fait 
qu'indiquer le moyen de simplifier la construction; ;des< 
li^es dont les, int^r^ectip^^ doiveAt ^Qï^i^^ï* ^ P^^iPf. 



demandé. C'est ordinairement par des consrda:*atîbii9^ 
géoi»étriqiies^.que Fosu vieat à l^cmt de cette ^do^lifiea- 
tion. On peut donner na cjtemple de cette simplifies^- 
tion, sans s'éearier 4eIaquestionprécédente..Suppoàon^ 
en effet <ju*fl faille que' la: droite CC^ au lieu d'être pa- 
rallèle à AB^ aillé passer pat ma troisième point D. 
Dans êe- cas^, nous; résoudrons ce nouveau prolikleine c: 
Inscrire dans un* cercle donné un truuufle dont le^- 
^ôtés soient assujéti»^ à passer-, chacun gat m/k ffoinP 
donné. Ce n'est qu'im qas partûculia: du problème de 
^ page 58 y. et cependant on ne peut arriver ^'à sim:-' 
plifier de même la construction de l'équatioii finale». 

Les opérations que l'bli fait subir aux équations fin^esy> 
pour simplifier la eonstruetion des lieux, géométriques^ 
ne les laissent pas toujours tels qû*i& se présentent^ 
Très souvent au contraire,, une certain combinaison 
des différentes parties du résultat, donne une nouvelle 
ligne plus facile ^à confitrukre que les primitives;. C'est. 
ainsi qu'en traitant'par l'Analyse algébrique le problème- 
de mener une tangente à un cercle donné pas un point 
extérieur, on obtient d'abord outre celle de là. circon- 
férence donnée , l'équation d^ùne ligne droite autre lieu- 
géométrique des points de eorrtaet ; (combinant ensuite- 
cette nouvelle équation avec eellie du eerdie donné, on* 
parvient à trouver un autre cercle &cile à déterminer 
de grandeur et de position, sur lequel doivent aussise- 
trouver les mêmes points de tang^ice.. 

Transformations des omrdonnéèsi. 

3o. Si les cotistructionis à eff*éctuer, malgré toutîes les- 
techerches que l'on poi&rait faire pour les abreg^^ 
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Stmentestore Irop compliquées ^ on pourrait placer leé 

^oimées par. rapport au^ a&es coordonnés , de manière 

à Ëiire disparaître lé pluà grand nombre de lignes rela^ 

ti\«s à leur position arbitraire. Mais alors4aconstructi6xi 

n'a lieu (jue d'après ces seuls axes principaux ; îï est Vrai 

<|u'ils ont. souvent des positions teUement ijé^à la figure 

proposée, qpx^une construction par les ordonnées étlesab«* 

scisses y peut quelquefois se démontrer synthétiquement. 

La position la plus avantageuse n*esl pas toujours 
évidente. On ne sait pas toujours quelles lignes H &tit 
supposer nuQes ou égales en grândj^uf^ quelles directions 
dpivept être perpendiculaires , parallèles aux axes coôf- 
âoiinés^ni même ^el doit être T^àlûigle Ûë Ces stié^. -fl 
feut alors chercher par la transformation des troordon* 
nées ààii%ïù& fofrmule?,xî6îitienni6nt des indéterminées , 
quelles sont les valeurs dé ces constantes arbitraires qui 
côrrespotideiit au But proposé. ^ ' '/ 
^ Le chaitigêniènt du $y sitème àés a^és est ^nne grand* 
utilité pour dévoiler lés sécretk^le f Àtiaîyse. La discus^ 
èiôn coinptète de^ lieux géométriques , ïîa déleruiinatibh 
de certains points particulier^ j là déîÀonstratioh de 
l'identité dé ceiiamTOligUès|én&ibe^ de'recher- 

cWpï'écleùsëSyii^ storâièiA s^téfi^ôtiier Sttns le séeburi 
âe4a: trans&rmalloà^Sr^otiioi^ déB. 

problèmes qtft sëmlb^eiH ht ^âvrà* 4lfi& résolus aaudy^ 
tiquelnefQt ^e^F ^if tiak^otr Télvieslt e'dtoi qui suit. 

JittCflKiÈMC. JVcfaèper ie lûu gémiétngiu liiâ point 
dHntersection de 4fU9 dmiàM tangentes d *um coUri^ 
du second degré^tet perpendiculaires entre elles. 

Je suppose d'kîbord «que la courbe;ait un centre j son 
éqiiadlaii^ yiiygrtég admit, ny>ttg^«g^^i>it»»»fte».4» 
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la forme 

fi) mx* + ny* = iC 

Sj^ept a et h les coordonnées du point I d^întersectiotf 
des deux tangentes que je désignerai par T et T'^j X^ Y 
les eosin|i;is des angles que forme la droite T avec les axes 
AX et AY; X', Y' les cosinus de ceux que la deuxième 
tangente T' forme avec les mêmes axesj «^ j^' les coor- 
données variables par rapport aux tangentes IT, IT' 
rectangulaires considérées comme axes ; toutes ces quanr^ 
tités' seront Hées entre elles par les relations 

X* + X'*=l, Y»+Î'*=^lt XY + X'Y'rrrO (3). 

* ♦ . ... 

Si l'on éUniuie .iv et y entre les équations (2) et (i)^ 

l'équaticxn résultante 

y (mX'*4- nr •) + a^^CmX* + nY*) + axy (mX'* + nT •) 
rj- ay(maX'+iiiY0+ax'(7ïuiX+n6Y)+(7iia»+»6*— 1) =0, 

exprime la courbe rapportée aux axes TI^ Tl. Puisque 
cette (iôwrbe doit être tangente aux^ nouveaux axes, il 
faut qu'en faisant dan^. son équation y^ s=3 o , ces valeurs 
de x^ correspondantes soient ^ales y ce qui donnera 
l'équation de condition 

mn (i'X» + afX» — ûûiXY) 4 '>»^* + 'lY»; 
âl faut aussi .quW. jTiiâàsant 'J^is^o^ les deux valeurs da 
y\ , soient égaler > €6 qui^ doniii^H^. viM>uveQe «équation 
4é condition syinétrique de 4a préeédeïite 

en^ Coûtant ces . deok équàUoàs •,\ Féquâtion résidtante 
«è réduit , en vertu ded relàtion»(3^ à^ 
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HoeUè deii^ière téa^X leproUèiiiei^ ^ 71^^ quél&iKeà 
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^metriqxie demandé est un cercle concentfiqae à la' 
courbe donnée par l'équation (i). Si cette courbe est 

tine elEpse, lès quantités ■-, - seront positives et égaleâf 

à A*, B% A et B étant ses demi-axes, en sorte que le 
rayon du cercle sera l'hypoténuse d'un triangle ree« 
tangle dont A et B seraient les côtés. Si l'équation (i), 
représentait un cercle , le cercle (4) aurait poui^ rayon 
la diagonale du quarré du riay on donné , ce dont il est 
aisé de s^assurer à priori par la Géomètre simple. Ou 
verra, aisément quç si l'équation (i) représentait une 

hyperbole, une des quantités —, - étant négative, sui* 

vant que l'angle des asymptotes dans lequel se trouve la 
courbe , sera plus petit , égal ou plus grand qu'un droit , 
le lieu géométrique sera un cercle, se réduira h, un 
point, ou n'existera pas. 

Si l'on répétait les mêmes calculs , en $upposant quela 
cpurbedonnéefâtim^ parabole, onHroiyverait sa direc* 
trice pour le lieu géométrique demandé ;. d'ailleurs , en 
considérant la parabole comme une ellipse dont les 

axes A et B s()pt. inOpis,^ et le rapport rr fini et égal à ,p^ 

GSk prouve aiséntéi|t que le- cercle (4) se réduit à une 
ligne droite, c'^$$7à-4ireà:Uti'eerdbdê rayon infini, ou 
dont la courbure est nulle. E^ effist, l'équatiQnducercle 
rapportée au softHmet d^ TeUipse eât 

^t donnejj+aas^o.lorsque-jçssQrj ===/>. Ainsi on 
peut conclure gén^hsil^ment q[uesllé lito géométn<|ue 



âeinaiidé existe , c^eat un cercle conceiitri(]^e à lâ^urbe 
4u second degré doxmée. 

Par des calculs identiques aux précédent) on peut ré- 
soudre les deux problèmes sutvans. 

Tfvuper' le lieu géométrique de Pintersection de trois 
ploH^rectemgulaireê Utngena d une surface du second 
degrés 

Trou9er le lieu giométtique dé ^intersection corn-- 
mune de trùh droites rectangulaires tangentes 4 une 
0Hffaoedaééconâ^gré. 

Si l*en «ûppose. ^é la sùrËice sott représentée par 
L'équation . 

ces liçux géométriques seroQt 
pour le premier ; 

.... • . î I . , , . 1 . 

pour le second. En sorte qile si la j^urface du. second, 
degré était un ellipsoïde aux axes 2 A , 2B, sC^ les lieux 
géotoéteiques luijsmient cdneentrinjaié^} ié jîfemîer re- 

pmsentetsdt une $plière de 'Ayan Ji^^i^^Jf^C* et 



^^^«MAi^a 



*V^'+bh:cî' V*+1??C^' -V^'^KfS^ 

L'ellipsoïde donn£(pottrfait éeTêiiairé a une sphère de 
rayon R ; alors l^^^eux liçux géométriques seraient dqux 
spkèré^ whcieritriqtstes %tre eïfe et Ï5 pttipoàeë , fune ' 

dfi.7ajt611.fi x/îftikjjbreidifi nijfiitt'R/Vf* 



' .1 ,. î 
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Symétne. 

3i> U fiiUt remarquer dans la solution précédente^ 
que la symétrie de quatre équations entre les quatre 
inconnues X , Y, X', V, a suffi pour les éliminer toutes^ 
et obtenir une équation finale indépendante de ced 
iidiconnues. 

En gé&éral) la symétrie entre les données d'un pro- 
blème abrège^ diminue , les travaux du calculateur } on 
ne saurait rejeter un principe qui fournit des Xûxyfené 
d'élimination si rapides, qui simplifie les immenses ré- 
sultats de l'Algèbre, et sert à les démontrer, à les énon- 
cer de la manière la plus élégante. 

Ilarrive quelquefois qu'un problème misenéquation, 
établit une symétrie réelle entre les données et les in- 
connues. Cette symétrie remarquée , étudiée avec soin ^ 
mei la solution demandée sous la puissance du calcul , 
pour ainsi dire au moment où il s'y attend le moins. 

Pour donner un exemple de ces heureuses rencontres, 
je me propose de résoudre le problème suivant par la 
Trigonométrie. 

Problème. Construire un triangle équilatéral gup 
eût ses sommets sur trois circonférences concentriques 
de rayon donnés. 

Soit ABC (fig. !i5) le triangle demandé, x son côté, 
O le centre commun des trois cercles donnés, OAssa, 
0B=6, OCac leurs rayons. L'un des angles égàux 
du triangle équilatéral, l'angle BAC par exemple, est 
égal à la somme ou à la diflRsrence des deux angles GAO^ 
BAO, dont les cosinus sont 
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on a donc Péquation 

'arc(cos=i= — = )±arcrcos= — — )±:==3 0jf 

\ aox / '\ aax / o 

"Cette équation est sjméttique en a et x. On déduit dû 
cette reBfiarqae, que si les ti^ois circonférences concen--» 
triques avaient pour rayons bjC^x^ a serait le (36lé du 
triante équilatérhl demandé; si donc on inscrit entre 
les dêuK. birconférences de rayon 6 et c, une droite 
MKss&a, que Ton ^bnstruise sur cette ligne un triante 
équilatéral M}SP, la ligne inconnuie or sera égale à la di- 
stance OP du sommet isolé de ce triangle éqhilatéral 
au centre commun des cordés doimé^. Il est aisé de voir 
qu'il y a deux solutions^ c'est-à-diré^ que l'inobnnue x 
est susceptible de deut valeurs. Deux coiistractions sem-^ 
blaUes auraient encore été indiquées si l'on avait consi* 
déré l'un des ailles ABC, BCA; et- comme les trois 
tris^ngles MNO de ces trois construotions oat les côtés 
égaux, on en déduit la proposition suivante. 

Théoe^me. Si stér les trois côtés d^Uri triangle ABC 
(fig. 26)^ on construit des triangles éguilatéraux ABM^ 
ACN> BCP^ les lignes AP^ BN^ CM seront égales. 

Et en effet , par un raisonnement semblable à celui 
dont on Eût usage dans la proposition dil quatre de Thy- 
poté^iuse y on prouverait que les triangles ASS^y ACM 
çpnt ^ux ainsi que les triangles ABP, MBG, que par 
conséquent BNs=AP=sCM* 
, Il est d'ailleurs ttè^ aisé de voir que ces drahes se 
coupent en unmémepoint. En effet ^ sinouseonsidéronsi 
la VÏroite AP, elle coupe en un point le eerde CPB^ 
partage l'are CPB, et par suite l'angle 'BOC=j d'angle 
droit en deux parties égales; d'où il suit que BOA 
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evCOAœ^? cpc les ligiies'COi BO opère&t pâràlle^ 
ment la bia^câiHi -dès ; ^ogleâ AOB, AOG, qisfélled 
paisàeiit donc pav lès pcwts M et N milieiit des arcs 
ÂMB.^ AI^ à^ftëdfllis àùx cëèdéS ÀOB^ AÔt:. £ied 
dibîtmAP^iBNiy GMat cëûp^itAdàhcén uii même point 
O. D'tfpràft ccéki^.ii est dise dé i^ésdildré le problèttie 

8QiVff»t. 

JPkdéiËMÉ. Trouver sur le plan ^un triangle un 
poiHf*fifèù ses trois cillés soient vus sous Un même 
angles 

' C'est aînèî ipié la l^ytltlièsé en démontrant uri tKécH 
rèihë qné P Aialysê k trbuvé , en feit une prôposilioti 
isolée^ d'èè peuvent enbôre d^colilër plusieurs aulrëà 
propositkiiïS, 

Méthodes indirectes. . 

• ■ * 

. 3^^ Une des preuves les pliss iàeontestftbles de la 
riehes^ ^ de k génmlitéfde k Géométrie ^ c'e^ sans o€gei^ 
trtdît le seemii^ (jti'eUe tiré des sciences qoi lui dôrrônt 
sincm leur naîassmeë^ dû înoins leur aeoroissément et 
leurekrté; earsik sciètice deFétendue pirête sesfigni'es 
attx antres sdences exactes et naturelles qui leà mm^ 
sidèrent ât leur inalBière, soit alvec k riguenr des de» 
monstratkms, soit ïiyec Fincërtain de l'expérience^ éile 
peut souvent déduire de ces nouvelles considérations 
qil'on hii croit absolument étrangères,- des principes à 
défn^ntrei*)' cpidiqûefois même le^ pointa de départ déi 
plus belles théories. 

La Sfé<»id€pie est saûs dôUte k sciffnc^ ({ui t>i*c^et 
le plus de déeotivert^ à la Géoïnélfié^ k Stelti^ èm^ 
pnmte souvent sa synthèse^ sed principaii^ théorèftie^ 

6.. 



i^i Itii donne en échange , soit line ûameUe démûh&fx»^ 
tiond'un principe déjà connu, soit la solutîon d'tinpro^ 
blême dont elle a tradyit Fénonce dans son propre lan* 
gage. C'est ainsi que la recherche du centre de gravité 
d'un triangle y prouve fue les lignes* qui .'joignent les 
commets et les milieux des côtés opposés^ se coupent 
toutes trois en un même point. Quelquefois la science 
de l'équilibre se fait, un jeu des problànes les pl«s diffi-^ 
piles de la Géométrie , et v^ quelquefois de pair aveo 
les calculs les plus élevés de l'Analyse algébrique. 

Les maxima etminima des distances ou des sommes 
de distancés, sont souvent l'écueil de la Géométrie, 
de l'Algèbre même; et beaucoup de problèmeg sur les 
extrêmes grandeurs resteraient sans solution , st le calcul 
infinitésimal ne s'en était occupé. tJn des grands avan-* 
tages delà Statique dans ces sortes de questions , sitoute^ 
fois elle peut les traduire , c'est defidre connaître les rda* 
tiens que les conditions entre les longueurs établissent 
«ntre leurs directions respectives, car il n'est pas d'équi- 
libre qui ne soit dà autant à la direction des forces , 
qu'aux rapports de leurs intensités. Gomme cette trans- 
formation des lignes aux angles est souvent très difficile 
à trouver parla Géométrie simple, il n'est pa^ étonnant 
qu'elle se présente alors inférieure à la Statique , comme 
pn peut le voir dans la solution suivante. 

Problème. Trouper un point tel, que la somme des 
instances de ce poijit à traU pointa donnés soit un 
tninimum. 

Si l'en ^suppose trois anneaux fixéa aux points A, B,, 
JP (fig. 37) , et un quatiième attaché au point O extré- 
,^té d'une corde , laquelle passera successivement par 
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les antiemx- fixe jB^ A, par Panneau mofeiléO, et enfifi^, 
parle;quatrièraefisé«nC; il est évident qu'une force 
quelconque qui. tirerait le cordon suivant CM^ sera en 
équilibre avec la résistance des^ anneaux fixes , lorsqu» 
k somme des cordons partiels seiia un minimum; lé 
point demandé est donc la position dé l'anneau mobile 
Oj, lorsque l'équilibre a lieu. Mais; les cordons partiels 
âO, BO, CX) doivent être tendus éj^lement; Fanneati 
O est donc tiré suivant ces trois directioôs par' dés totùed 
cgales; si donc l'équilibre à lieu entré ces forces, il Êiu% 
que la direction de Fune quelconque d'entre elles divisa 
l'angle 4^deuxjaiHrêsen deux parties égales , ou ce qui 
revient an même^ (^e lesangles AOB, AOC, BOO 
soient égaux entre eux et aux qùatrè'tiers de l'angle 
,dr0î^. Lé pbitt* ^«Wandé sera donc l'intersection de 
^tettte^'Bégtaensf^^^^ d'angle droit , construitat 

iut^eux dès côtés dtitriiiigleABC;Le dernier problème 
du chapitre précédent doime encore un moyeu de dé^ 
tèmtkier tepeiiit O. ' ^' 

:i).pmi«riatiaiidver>que l'im d dû trîaingle, 

l'angle A par exemplç,; fiait plus -graud que | d'angle^ 
droit , alors la constructioiit ne serait ^us possible. Maiâ 
il aisé de voir que le pokit den^ndé serait le sommet A 
lui-même. Eh éfféty M Fôn coûçoit que ce point soit 
touîttâts. situa sur la ligne AO, lé point O intériaur ati 
triangle ABC £atisforatoi]^ours au p^blème, même si 
le point A se confondait avec lui^- c'est-À-dire si l'angle 
^- était çgal à f d'anglerdroit ; à plœ forte raison ce 
point A sera-t-il encore la solution du problème, lors- 
ique l'angle A, sera plus gi^and que^vd^angle droit, 
{^ar uxjie supposition entiècemeot semt)lable ^ on proun» 



^c^ ^jyEit^ ^9 ip^iW vs^udiv; estedni ipitoiirdaqaei 
^fiVfii^ilA fsoii ÂVS^i\^ àsmX les 

^v^tàum^ lirait ^si9^tjéa à p^ssarchasuBe par im xles 
pmDte.4(^iié^, ([^) jWit €iprmmr aoaly tk iM wnffit qaf 

^if. m j^o^trw fàâifA déiîgmBtpairXy YyZ'l^ ai^és 
q^^jr^^ .FifEie;id'Kfliim i^e^ miegx txoi» axés raolâsigiir 
ili^e$/q[iiia]^B^q[U^a|^ pur ]St'r Y^ 2^1fis mèmfis ai^leapavir 

^ le3 points d)9imés^§of4 âtué», 4{W ¥# wêwp j^, 

jcosX + cosX' = — cosX*, co»Y^.cqf Y^ ^ -' p çfli.Y^^ 

Ajputâni; les earrés de.ccaéqiialî<Ma& iet^obM^iaitiq^^ 

'■.'.' eo8»X «îï- cc»«Y si 1 , * ; ' -' ^-' •*- '•:. '^' * 

çpf^x^+,pQ^y^p=.^^ ';...• 

rt. . . ,cp8 2fcos^'^.çflsY>o«Tf'5=/}0fY,„.. . 

Y étant 1^^ fermé p^'ksdirtotioiiaÛiAiet OB^ aâ 
treuTJna :2<H)sYi4f K2B=o;:i^iii|^e Y est donc ci^ptive^ 
m«nt Égal à f d'im dsmt. . 

Si les points sûBt aa nandure'^qaa^, toqjoiUsdaiSs 
un Hiême plaii| les cqulitioiis A \.< h 

C0sX-f^C08X'=— (00S^^f4-C08 X*), 

coiY^«ôC>éirte— (co»Y'+co8 Y*J, 
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dont on déduit en^ a jo^t^nl^ hm^ quarres 

eo8 Xoos X'+ COI Y go» Y' as ces y cos X* + oos Z' ces Z'î 

indiqueront pour le point demandé , le point dlnter- 
sectiôn des diagonales du quadrîîatèr^.. 

Le Calcul infinitésimal donne aussi les é(matîons(i). 
En effet, si a, C , j^, a', €'y y\ etc., sont les coordonnées 
des points donnés, x^y^z celles du point cherché, 1^ 
fiomïne des distances sera 

et deyra êti:e uq. ptfni^Umf l^ jâiffér^itiation si^cces-* 
aire p^r rs^ppoi;t aux trQÎs y aria)>]be3 > donne des équation)s 
identif^fs^ ^vqc le^ . éqi;i#tiQii8 (i) trouvées précédeni^ 
ment. > • 

33« Nou/i av.9i|fi ^i p^ pnèsptisaé en vevne tous les 
fi^ye^ia f^ le gépn^K^e peut eoaploçper dans la solution 
^ -gjqhlèff^^. m% yriti qn» OiMiâ n'avons fait qi;'eS- 
^uror plf^m*^ é'/sntre enxy pour jxou3 attacl^p aufc 
p^TÎqcip^mLj peu^FJQ. même caiix ^ua nous avons: né^ 
.glUgé^, piit ils uQj^ n^^ùrch^ plite diffî^e à suivre que les 
autres. Mais le degré d'attention que l'on doit apporter 
^ m wj^ queH«o|Rqjjp, dpijfc twjpPRi êfri^ pr<ç<M^ionné 
a spn degrq ^'iftilit^* . . , . 

• 'Hox;^ ai^ÔQifjf pfutrétfe 44 appr/^fimdir un peu plas^ 
x^ett^ çi^tho^e mixtes ^ opi. de^ eonaiîdéfatîond purement 
géoipéjtriques j^urni^|[^ ^^ équÂt^ons étrangères à 
rAflalysie dePçscartes. lya r^cb^rchè de ces aortes d'équg- 
tioi^s pfireleswêmes diffîçv^siqiji^ J^ Géométrie simple^ 
et si leur réi^lutiçn ^e déj^jx^ que de i' Algèbre, elle 
,entre souvent pour }^ jmfiadve partie dans la soliftiop 

des problèmes. On peut d'ailleuri» appliquer à la fois à. 
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cette méthode miEte, les principes que nous avons 
énoncés en traitant séparément des méthodes simple; 
qu'elle renferme. 

Je ne ferai que citer pour exemple la théorie de la 
cristallisation si élégamment traitée par son auteur. De 
simples considérations géométriques Font conduit à ses 
calculs, et cette méthode oflfre ici ce grand avantage, 
qu'en rie perdant pas , pour ainsi dire, la Géométrie de 
vue , il est plus Êicile d'interpréter à son profit les résul-* 
tats de l'Algèbre. 

34. Ce n'est pas que cette théorie ne puisse se calcu- 
ler par abscisses et ordonnées ; cette manière d'aborder 
la question ofire même de son cftté de grands avantages. 
Mais peut-être serait elle insuffisante si l'on cherchait 
a connaître les rapports des longueurs, plutôt que les 
angles des cristaux. Peut^tre aussi ce nouveau calcul 
exigerait-il des connaissances mathématiques nln peu 
plus grandes, du minéralogiste qui voudrait étudier 
cette théorie , et que pour remédier à cet inconvénient 
les méthodes les plus élémentaires sont toujours pré- 
férables. 

Cependant , pour prouver que l'Analyse de Descartes 
n'est pas incapable de traiter une des plus belleâ appli-^ 
cations du calcul à la Géométrie , je vais indiquer la 
marche que l'on pourrait prendre. Si je réussis à donner 
une analyse simple et Ëicilement applicable, je m'ap- 
plaudirai d'avoir feit rentrer sous le domaine d'un cal- 
cul qui doit être général, un sujet qui semblait le fiiir. 
Et si, malgré mes tentatives, ce calcul se trouve com- 
pUqué , on ne pourra du moins rien conclure contre la 
géuéralité de son apptication. 
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préliminaires. 

Les axes que nous considérous seront obliques; notu^ 
désignerons par ^t^C^y les angles YAZ, XAZ, XAY» 
L'équation du plan sera toujout s mise sous la forme 

m n p 
les quantités m^ Uy p que j'appellerai lés paramètres 
du plan , représenteront alors les distances de l'origine 
des coordonnées aux points où le plan vient rencontrer 
lés axes des rc, des^ et des je. 

Dans ce système d'axes y la distance d'un point dont 
les coordonnées sont x^y^^z à l'origine , est é^Eprimée 
par la formule 

D*= a:*-|i*j^+** + ^y*co8« + âxscos C-f" ^^ cos>; 
et pour avoir la distance entre deux points dont les^ 
coordonnées soient x, y^ z pour le premier, a?', y\ é 
pour le second , il suffît d'y changer x^y^ je en (a: -— x\ 

Cette formule peut se démontrer ainsi qu'U suit. 

Supposons par le point M (fig« 28), MP paraître à 
AZ, PQ à AY et jBEi^noas APA^ Le triangle APM 
donnera 

D* = *• + AP*+ a» . AP ces MPA'. 

Mais le triangle APQ donne 

AP 5=:a:* +^* 4" ^^ cos y , 

et la projection de AP sur AZ étant ^le à la somme 
des projections de AQ et de QP, on a APcosMPA' 
s=a: cos ^-f-j^cos et. 

Substituant ces deux valeurs dans D% la formule pré* 
cédemment énoncée sers^ démontrée. 
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La formule qui donnp le cosinus^e Fangle que fonne 
les deux droites, dont les équations sont x::=zazj 
y:=:bz pour la première , et xasà'zyy:st&z^pourh. 

seconde, est alors " ' . * 

, . ' • ^ ^ |. , 

pour la démontrer, soit pis sur la premi^e droite un 
point ]VI aux çpordojinées a:, y, Zp et dont la distance à 
îWigii^e soit l'unije; soit également pris siir la seconde 
droite un point M' aux cpprdônnipes x% ^', ^'^ tel 
ipe A]\t'== AM == j[. Le triangle B^M^ donnera pep V 

2=5 îbiJÎËL. Substituant la valeur de MM' en foncflîon 



de a?, jr, ;5 j af > y', *', #t ptsçry^^t qqe AI^pc AM'çç= i> 
çnaura 

Si dans les équations qui expriment que AM=^i9 
AM'*sai^ et; dans cette valecH* de co^ Y<^ Êik tpiscaz, 
j/rojzbzy i/=tia'^',y^^V, Piè équatiops né cpptien- 
dront pl^s que z et js/j et si Feu ^&ràtie ces deu& quan* 
tités , le résultat sera la formule à démontrer. « 

Pour trouver Téquadon d'ione d|rpijte pei^ndiculaire 
à un plan , il suffit d'exprii^r qU^ ha firpite^ «sJb p^rpeïi- 
diculaire aux traces de ce, plan. 

Soit ( I ) ar =?: az , y = ^^ , les équations inconnues, de 
J^ perpendiculaire , et 

(a) =:+i + - = i, - 

vu n p 

celle du plan donné; sa trace sur le plan des^z a pour 
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équations if=±o',j/=: z+»-On exprimera qu'elle 

est perpendiculaire ^ ^a drp^tp (0? ^^ exprimaflit qu^ 

cos V est nul, lorsqu'on y fait a'=o , ft'aiç— -, ce qui 

f P ' 

donne entre a et h une première équation de condition 

(^-.iços.) + ,(lc?,<?~iço8y) '+k (icos— i)=q;. 

Oei peut enâ^duife féquaVion exprîmtot eue la droite 
(ï) esfper^diitukire àune')Biutre4^cè Ai plan, en y 
diangeant les lettres b^€tt n, cte tt, À,'m', et récipircH 

quemeïit, â'c^^" . : . ,.,..: 

^ . . I ■ • 

Ceô'dëùx équations donnèrent les valeurs de a et fi, et 
}e9 équations* de'' la perpendiculaire au plan seront 

Pour calcèlet lès équations d'une perpendiculaire à 
Ften dés tdans^ coordonnés , par exemple , au plan des 
xyj il suffira' dé faire dwis* les relations prépédçQtes 

• * l| cos y + i + 006 * ±=^ O , 

.|ï-^fteosy4?co«?=oo. 



■/ 1 ^ • * . * * • 



« . « 



« « 



cos s — cos f cos V . , . 

sin^y ., . 

Si ot = ^F:?j/, ce^ valeurs se rféduiseçit eficori^ à 

gsr&.zr:— *^ .y '^ ' s .■•*'• 
I -f- COS « 

Kous rappellerons que l'angle de deux plans est le 
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Ittême que celui formé par deux pèrpeudicu]bires à ces, 
plans, et que celui d'une droite et d'un plan, est le 
complément de l'angle de cette droite et de la perpen- 
idiculaire au plan. 

Dû parailèUpipèdêf , 

Supposons d'abord que la forme primitive soit un pa- 
fâUéËpîpede quelconque dçnt les arêtes soient A, B, 
C , et les angles,^^ , .^, y. Prenons les axes parallèles aux 
prêtes. Les jbuit ,^gles solides forqtiQç par ces ax^<x)r- 
Cbspondent a^x buit angles SjO^des du qri^tal. De sorte 
que si l'on veut considérer un décroissei|ient siu* un de 
ces angles 9 il suffira de considérer la Êice qui en résul- 
terait sur l'angle àf l'ofigine qui lui. correspondît Nous 
suppo^çr^ns. toujours les plans de déçi^qi^sseniens menés 
|)ar cette origine parallèlement à leur dirj^ctîop^ sup« 
position qui nous est permise, puisque nous ne voulons 
calculer que les angles de ces différens plans. 
, Voyons maintenant commcsit nousferons popr trou^ 
yer l'équation de ces plans. Considérons l'un des angles 
solides du cristal, par exemple, celui qui correspond a 
l'angle de l'origine dans lequel les coordonnées isont po-v 
sitives. Le décroiss^nent sera le plus général possible ^ 
s'il a lieu par unç soustraction de 77? fois l'arête A sui- 
vant AX, de72 fois l'aréteB suivant l'axe AY, etdep fai% 
l'arête C suivant l'axe AZ, les trois nombres m^n^p 
étant différens; d'où il suit<{ùe les paramétres delà &ce 
résultante de ce décroissement, seront proportionnels, 
a mA, TïB, jtC. L'équation d'un plan qtii lui serait 
parallèle, mené par Forigine^Bara .donc 
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'Si le décFoifiseiiient avait lieu sur un autre angle 
solide du cristal primitif, il faudrait pareillement con^ 
sidérer Kangle à l'origine qui lui correspond. Pour com- 
prendre tous leâ décroissemens dans une seule équation^ 
il suffît d'indiquer que les paramètres sont suseeptiblea 
de chai]^er de signes , ce qui donnera 

thA w pC 
Si le décroissement e^ àa genre que M. Hauy k 
nommé intermédiaire, lés nombres m, n^ p sont lOu& 
différens ; s'il a lieu sur un ang^ei^ns être intermédiaire ^ 
deux de ces nombres sont égaux; enfin, si le décroisse- 
ment a lieu sur tme arête, un des nombres m^ n^p^t 
infini, et l'équation du décrosssement est de l'un^quel^ 
iconques des formes suivantes 
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i/axe du cristal est ordinairement supposé parallèle 
à l'une des arêtes; quelquefois il joint deux sommets 

aigus ^ et ses équations sont alors de la forme ^=^=:^. 

L'angle qu'une fiice de décroissement Êiit avec l'axe, 
est complément de celui que Êiit cet axe avec une per- 
pendiculaire à la Êice. L'angle de deux&ces est le même 
que l'angle formé par deux perpendiculaires à leurs 
plans. Les formules préliminaires donneront le moyen 
ile calculer ces angles s'il en est besoin. Enfin, si l'on 
\t\xt «alcïoler lei^aîaglesplan* d'im cristal, on cherchera 
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les angles fermés pu* ks droites j iiiterBectkBi& delà £ice 
que l'on considère et des Ëlces 2iâ]«centeÈ«. 

Cette méthode a cela: dWantà^iluÉ qae IW peut 
troUYer immédîatemeiit l'acngle que &il lelle face d'un 
cristal secondaire, avec telle face d'ici iutrô ciistal, 
pourvu que l'on coimaisse les décroissenlens qui font 
naître ces deux faces. 

^applications . 

Si le cristal primitif est un paFafiélijfil^éâë t^ôtàngle, 
les cosinus des angles a^ €^y sdtit iittïs: tèis fibïicliules 
préliminaif^s se simplifient ^ângtdièi'èMJéill^ aussi le 
calcul des angles estril beaucoUJ) plâà Ait^é. 

Si le patallélipipède est un cûbè, <m à de J)life Ar=î: B 
=C, et l'équation d'un décroisseinent quéteonqfue est 
delaforme 

la valeur de cosinus Y est 

ces V =— — A : ■ f 

les équations d'une peirpëùdiculâire au plan 

m n ' p 

«ont xrsiz^'Z, y±s^à. 

Proposons-nous de calculer l'angk de l'oi^édre ré* 
gulier, cristal secondaire provenant d'un décroiÂsement 
d'une raiigée en laideur et d'une en hauteur dur les 
angles du cube. U suffira de fidreps^/nssss/ra» l^les 
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équations de deux &ces adjacentes seront 

Si a et &, dans la Valent* de cos V, appartiennent à la. 
perpendiculaire au premier de ces plans , leur valeur 
sera -f- i . Si a' et b' appartiennent à la perpendiculaire % 
au second leur valeur sera •— i , en sorte que cosT=^ ^ 

Pour calculer l'angle plan on observera que la fece 
est adjacente aux deux fiicea 
4ion intersection avec la preniièré a pour équation» 
^n interse€!tioti slveo la seconde 
Si donc on Élit dans cosV, a = -^i, 5t=0, a'^rtroj 



i'= — I, on aura cosV=î, d'où V= -g-jeteneffet, 

chaque fiice de l'octaèdre est un triangle équilatéral. 

Le dodécaèdre rhomboïdal provient d'tin décroisse- 
ment d'une rangée en largeur, et d'une en hauteur sur 
les arêtes du cuhe. Les équations de ses &ces seront 

x±:ys=iO, «±:z = o, ydzz:=20, 

et il y aura deux angles à considérer, celui que font lès 
feces 

37 + 2 = 0, x— a=o, 

et celui qtoe font celles représentées par les équations 

a?+»=3s:0, y + Z=:Q, 
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Les équations des perpendiculaxres aux deux premiers 
plans donnent a=i, &=:o, a'ss— i, &'=:o, d'où 

cosV=^o, V= loo*. 

Les équations des perpendiculaires aux deux autres 
plans donnent 0=1, 6=0, a!:=;o^ ô'ssi, d'où 
cosV=i,V=66-f. 

Quant à l'angle du rhombe, on observera que la Ëice 
a:^-j^=o est adjacente aux deux autres ap4- 2: = 0, 
^— -z=0; son intersection avec la première a pour 
équations af+5:=o,^-+-2=:o, son intersection avec 
la seconde x— i=o,y— 2=0. Donc , en supposant 
a=— i,ô=— I, a'c= i,6'=i, on aura pour cosV,-j. 
On pouvait prévoir ces résultats en observant que le 
dodécaèdre peut provenir d'une troiacatùre tangente à 
tous les angles de l'octaèdre. 

Le dodécaèdre pentagonal de la Minéralogie , provient 
d'un décroissement d'une rangée en ki^eur et de deux 
en hauteur sur les arêtes du cube* Ses Ëices auront 
pour équation 

ai£:'^ = o, x3:-=o, .y±:-=o. 

Les angles formés par leurs plans sont de trois espèces. 
Le premier, formé par les faces z -f--2! ---Q^jjr««4!!---;Q^ 

donne cosVs=*— f. Le second, formé par les&ces 
«:•+• 1 = 0, ar+|=o, a pour cosinus f ; et enfin^ le 

troisième, formé par les faces a;+ -= o, ar— - s=o, a 
pour cosinus \. 

Les angles du pentagone sont pareillement de \to\& 
c;3pèces. Le premier est Corme par les interseçtiocLs dii 
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plan rc — --sso, et des deux autres zdb^z=:Oy les- 

^ > . • ^ 

qifelles ont pour équations ar==:^js,j^==2js, x==\Zy 

jr^==''-^2Zi faisantdonca=|,ô=2, a'=i,6'= — 2^ 

. on aura pottr le cosinus dé cet angle cos V==~ ^.TLe 

deuxième est formé par les droites d'intersection du 

plan x-—» -£2te G , et des deux autres z-^=== jj^^-î^sso 

lesquelles ont pour équations" :i^=: | è,ys=:: 2Zj xisz^z 
j^=i="- 7^; les hypothèses a5^h'j=| , b=::2,b'=: — -i 
donnent cosVs==— 1^. Enfin, le troisième est formé 

par le» intersections du plan n?-—^3t=o,fivec les autres 
plans X 4- - :5= o , y+ J ==? o j cesîhtèrsections ont pour 

équations ar=r:o,>-c=lz,a?=iiç,y==^--.isï,etJecbsV5 
devient — — :== , en y supposant * t;=: i , a'c= il- b^ 

Les plans du dodécaèdre pentagottâl et ceux de l'oc- 
taèdre donnent par leur ensemble Ticosaèdre. On par- 
viendra aisément à calculer les angles de ce solide, pui^ 
que l'on connaît les équations de toutes ses feces • îe 
me dispenserai de les chercher, et de calculer pareille- 
ment les élémens du trapézoèdré solide qui peut 
dériver du Cube par un pointement à trois faces sur 
les ailgks. Mon but n^estpas de donner ïa théorie èbni- 
plète de la Cristallographie , mais seulement de laisser 
«itrevoircommeiit dn pourrait la développer au moyen 
des cakuls précédens^ , , « 

Si leparallélipipède est du genre de ceux que M. Haûy 
a notâmes rhomboïdes', on à A =z± Cz±:y^ et A ===B =;:C- 
L'équation générale des décrois^emens est 



m n p * ^ 
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la fi^rmiile q^ donnç l'angle de deux droites donpe 

tOB V — l _ _ _ _ ) il . ■ . "' I ' * 

Les équations d'une perpendiculaire au plan 

m n -p 
1 11, 1 
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Les* troncatures sur lç& sommets aurotit pour équatioû 

m 

-r'-+- - + •^=r=so;.cellesqui opt Keusur les angles laté- 
istiiqi serpnt repryésentées par lestroi^ équations 
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L'as^du rhonibcpî^fta pouréquatioTOi^ass^oBri Pour 
quç les t^nçatur^s Iitté^^lçsi lui soic^tipaiallèiés, il&ul 
que Iqur^ équations, soi^t sajtis&ites> pan les hypothèses 

a:=y=z, c'estcà-dire qu'il faut que l'on ait — = - 

+ -. Sd le décroisseniqat q^i 4o;^pe U^ju^ àoettetron- 

cature sur l'aiigle n'est pas intermédiaire , on doit avoir 
n-=^p\ 1^ cristal secondaire* sera un prisme hexaèdre 
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n^idiei' si /is= nm^ car alors tes fkces seront parallèles^ 

à l'axe. Si le décroissement a lieu sur les arêtes, - s= o. 

Il Eut alors que m = 7^ pbUr que Te cristal secondaire 
sôit encore un prisme hexaèdre. 

En général, les tronesdures latérales conduisent à* 
des dodécaèdres; et les troncatuires sur leà arêtes dû 
eommet à des rhomboïdes; Les formules préhminaines 
donneront le moyen de calculer tous les angles de ces 
solides. 
' Par exCTOiple, les trois &c€fs d'un rhomboïde secon* 

daire peuvent êti'ë rej^tese'ntéés par les éqiiatiôilë ^ 



•f- -s=so, ^ — h -asso, — -f.^sao. Les* équaftions dé 
la droite d'interseétîoil des deux pruniers plans sont 
^sss — * — «, j^ CBS— ; z; celles de l'intersection du pre- 

mier et du troisième sdrit pàmlleniënt^ «sst:— r, 

y aîr— ^ — 2. Si'ddnc 1-on fiiitataî:*-^-*, Ô2s= —^<i^:isz-^^ 

^' sss «-^ — dans cos Y, on aural'angleplan du rhomboïde. 

Dànslècaspiai'tidUlier ovl 7iit=2ri\ on ^. as=:— i,ôs=:ri,' 

ci'»=i,ô's='*-*i etcosVsii:^- .(cŒCOstf). 

. Le jjarallâipipède peut être encore tel, que sa base 
repose sur les arêtes; alors deux des angles tt^Q^y séur 
lement sont égaux. Il peut être oblique à base recftatigle, 
ou droit à base obhque» Enfin, sa baise peut être un 
rhombet ces cas particuUers produiront de grandes sim- 
plific^tiods dans les formules générales. Il est extrême- 



/ 
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ment rare que le pàrallélipipède soit par&itement 
irrégulier. 

De V octaèdre, du tétraèdre, du prisme hexaèdre. 

Si Ton veut seulement placer Poctaèdre le plus symé- 
triquemeut possible, on peut prendre pour axes coor- 
donnés ses trois axes de figure. Soient 2 A, iiB, 2C leurs 
longueurs } les équations des faces de ce polyèdre seront 

si sa base était un rectangle, il vaudrait mieux prendre 
les axes coordonnés qui doivent être situés dans son 
plan , parallèles aux côtés de ce rectangle. Les équations 
des Ëices sériaient alors de la forme 

Le tétraèdre a toutes ses feces parallèles à celles d'uli 
octaèdre ; il peut donc être placé de la même manière 
que lui, par rapport aux axes coordonnés; c*est-à-dire, 
que ces axes peuvent joindre deux à deux les milieux 
de deux arêtes opposées et non adjacentes. Si l'octaèdre 
et le tétraèdre sont réguliers , le système d'axes sera rec- 
tangulaire; si l'octaèdre est symétrique et le tétraèdre 
irrégulier, le système sera oblique. 

Les axes seront ainsi placés de la manière la plus sy- 
métrique par ^rapport aux corps que nous considérons. 
Mais comme M. Haûy est parvenu à feire dépendre le 
calcul des décroissemens sur l'octaèdre et le tétraèdre, 
de celui des décroissemens sur le parallélipipède , il vaut 
mieux prendre alors pour l'angle solide à l'origine uu 
des angles solides du tétraèdre. Dans ce cas, les plan» 
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' passant par oettie origine parallèlement aux faces de Foc* 
taèdre, seront représentés par les équations x=Oy 

j^=aj j2===o,-j+^4'c^^^^^>^''^'^ étant les trois 
arêtes du tétraèdre.cpntiguës ausoixonet que l'on cchi- 
sidère; : . 

Quant a^ prisme hexaèdre et au prisme triangataire*^ 
la réunion de deux priismes .triangolaires forme afusai un 
parallélipipede , ce qui ramène encore le calcul des dé* 
croissemens sur çps nouveaux corps, à la théorie du 
parallélipipede. que nous avon3 décrite précédemment. 

Je me dispenserai de développer comment M. Haûy 
est parvenu à mesurer les angles des cristaux secon- 
daires de la nature , et à déterminer les nombres relatif 
aux décroissemens. 11 mè suffira d'observer que sa mé- 
thode est applicable à toute formule générale qui don- 
nerait les angles d'une forme secondaire quelconque, 
et que de telles formules peuvent s'obtenir au moyen 
des calculs précédens. 

35. Un des grands caractères de la généralité d'un 
calcul, c'est la fiiciHté avec laquelle on peut l'appliquer 
à des questiofas totalement différentes. Les formules qui 
jious ont servi dans la, théorie précédente*, peuvent être 
utiles dans toutes les questions sur les surfaces qui exige- 
raient que lesaxes fiissent obliques. Pour prouver en quel- 
que sorte cette assertion , je rapprocherai de l'application 
précédente de ces mêmes formules , une autre appHcatiou 
jpon moins utile , mais sur un sujet bien différent. 

La détermination de l'inclinaison dès couches miné-* 
raies par le sondage , dépend de la solution de ce pro» 
Hème : Déterminer t angle avec l^ horizon d'un plam 
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dont on cannait trois poi^, questionxpii pegut i^e lïaitqr 
de Ja manière avivante. 

Soient A, B, C (fig* 3o) les pmjçctions horizontales 
des points donnés ou les ouvertures de trois trous de 
sonde; je désignerai par ç, 5/, 5/' les côtés BC, AC, Afi 
du triangle ABC, par y l'angle BAC, par Pjp\p^' 1^ 
^ordonnées verticales des points donnés, ou les profon- 
deurs des Ixous de son^de A , B , C. Qn peut prendre pour 
axes coordonnés les droites AB, AC, AP, car comme 
ce système d'axeâ i^'annule aucune des quantités jp,]^, 
jp", y, 9', q"y la formule finale ne laissera pas que d*etre 
symétrique, par rapport aux élémens qui déterminent 
la position des points donnés. 

L'équation du plan Pp'F'.ser^ de la forme — rfr j 

-f- f =: I . Pour résoudre le problème , il suffit de calculer 

Tangle que forme la peipendiculaire à ce pl^ ^vf^ I9 
droite AP. Si nous désignons par a et jb les cpQSt^ntes 
qui déterminent les équations de qette perpendiculaire, 
les formules préliminaires donnero^t po^u* le co^iniis^ 
et par suite pour la tangente de cet angle ^ 

les mêmes formulas dPWenl; ^pOT^ ^o^ ^tçrfljiofiF 
a, 6, les équations 

si donp on en déduit ks valeurs de ces constaiites et 
qu'on les substitua dans tangY^ on trouvera, toute ' 
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réduction âite , 



tAngV 




il ne s'agit plus que ae cdlcijer ---, -, et cos y en îontr^ 

Les traces du plan sur ceux des jrr et oe^ y^ dèvftltt 
passer par les points P', P", pn doit avoir 



m p ' n p 

IVaillëtarâ le tiiangïé ÂËd donné 

cosy— ^^^ ^* 
J!^ BubstitutkQ' de oès Talèttrs dazts fb^l; T édMf^iK à 

mt C6 qoïfe^ient àu inêmë, 

y^V?AO^-p)(p'-/>)+g''(>>"--p;).(p;r>>-)+.?''Cg-prw^ 

•■^^ 3stuf. ABC 

Ha sjmétiie de cette fofmvde la rend d'un usage fiicile 
pour la pratique. 

l)ans le cas partictdier ou j^'ssp" elle se i^uit à 

taag V sis /-p^~l^c î » y an désigné par h là perpaadi" 

eolhire abaissée de A stat BC^ on a dein stif f. AËCl= qh^ 

d^oà tang V = ^T^ - , ce qu'U est aisé dé vérifier par là 

ééométrfe. 
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On peut toujours ramener le problème à ce cas par- 
ticulier, en cherchant sur la ligne PP" dont les équations 

sont ar =o , "^ -^ == i , le point dont l'ordonnée verti- 
cale serait égale à p'^ or op a. pour déterminer sa coor*- 
donnée j^j l'équation -^ + i- =;: i , ce qui donne , eu y 

substituant -trouyjé précédemment^. . . 

... y-.iPTf) - 

Si donc on voulait déterminer la ^direction de la 
couche, ou ce 'qui est la -même chose ,une honzontalé 
parallèle au plan, il suffirait die prendre s^.iVG, une 

longueur AD= ^^^^'^f^ >'la droite BD serait la direc- 

tion demandée. La dist£(tice perpendiculaire P entre 
deux couche^ parallèles j, est facUe à calculer d'après 
cela, lorsque l'on connaît leur distance D sur la verti- 
cale; la gimple cpnsidératÎQn du triangle rectangle 
dont D est l'hypoténuse et P l'un 4es çôtçs qojiduit k 

p=Dcosv. _ ; 

36: lies Calculs précédenssont fondés sur la forme 
dont nous nous sçmmes servi pour l'équation du plan. 
Cette forme établit une espèce de symétrie entre les 
coordonnées ^, jr, «, en les rapprochant séparément 
des quantités qui ont avec chacune d'eUes im rapport 
plus i^mn^édiat qu'avec lès deux a^tres. l^e plan n'est 
pas le $eul lieu géométrique dont l'équation puisse 
posséder cette symétrie. Les hgnes çt surfaces comprises 

dans les équations — H-v^^ict — + t-H — = * 
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jouissent de la même propriété. Cette symétrie rend 
mêmeleur étude très &cile, et la dispusi^on suivante^ 
aéra la preuve. 



i - - ^ 



I ■ 



Théorème sur les courbes et surfaces qui oiri pour- 

équations 

— 4-i.^=i. — f---^ — — =i; 
. a-^ft*^, , ^ a* 6* c* ,. 

La courbe— '4^ "^r^i rencontré les axes en des 

points dïstans de l'origine de a et de ô. 

L'équation de la tangent^ à cette fowbe lau point x\ 
y pjiut se mettre sous la forme "*^ 



.^ * ' 



*»^i' ■ «■— I " 



* les points où cette taic^jçaate, vient rencontrer les axes^ 

sont ' distans de Forigine de ^et de — — ;ces 

quantités seront moind^^es ou plus ^and^s que0, 6) soir 
vant que l'exposant op sera pluç petit que l'unité pu la sur- 
passera. D'où il suit que la courbe :i^ convexe du coté 
des axes lorsque a<Çj, Ç^ concave^ pQUT/ ^ > i. On 
3'assuréra aisément que dans le^pi^ÇQÛ^i^cas les axes 
sont des tangentes à la courbe^ qu^ d^i^ 4e second ce 

sont des normales^ - 

* * • . « . 

Les seules constantes a et d suffisent pour déterminer 
cette courbe ; nous les désignerons sous la dénomination 
commune de paramètres. Cela posé, on peut déduire 
de ce qui précède que les paramètres de la tangente au 
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ipomt y 9^9 de 1a courbe sont entre eox dans le rftppôit 



a 



— I 



Parmi les courbes que nous discutons , on distingue 
I*. Lorsque à= ï^ la ligne droite - -|-t =! i* 

2*. Lorsque ds=: l, i'eUîpse -; -f-^ 3=t t. 

3*. Lorsque «==— « i, l'hyperbole rapportée à deux 

parallèles a ses asymptotes - -4*- ss i • 

4*. Lorsque «1=-:, la parabole rapportée à deux de 

1 i. 

^ tangentes <Y "f"^ ^= I • 

5*. Enfin, lorsque a=|, 1^ développée de Fellipse^ 

Fdut que Torigine des coordbnnées soit le centre de 
là éourbe j il &ut que a soit pair^ les exemples (a""), (5*) 
sont dans ce casj la courbe est alors symétrique par 
fapport aux deux axes coordonnés. Lorsque Fexposant 
-a est impair, Porcine des coordonnées n'est pas le centre 
die la courbis, celle courbe n'est pas ' symétrique par 
vappert aux axes , et même lorsque cl est plus petit que 
iWilé, la œufbe ne sort pas de Pangle des coordonnées 
positvre», ex. (»•) (4*). 

L'exposant cl seul caractérise l'espèce de courbe que 
Von considère ; et poisr ceh, je désignerai par courbe a y 
courbe Cy ceUes dont ks exposant seraient «e et ^. 

Imaginons que Vea donne poinr paramètres à une 
«ouribe « ks coordonnées c^ixn^ pomt, que nous nom^ 



L 
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nierons éUreçtfiUr^ fi^uJernent assujéti A se trouver sur 
une autre «coui'be ^ ijavamUe, que j'^ppdQerai courbe 
directrice. L'eùsemble de toutes les courbes a ainsi 
di^rîgé!^.^ mnk pmdoffé par «ne «pu^ y éa genre 
quenousconsidéroQâ;.6tily0 ladiadepaptî^^iltieF, cp'unë 
courbe y est réc^pirpqueiiient ji'env^jioppe 4e toutes les 
courbes C qçi aursgiâit leurs p$^i^të^ ^feèt^urs sur une 
courbe a. Ce théorème que nous allons démontrer, et 
dont nou» d^i^i^s nombre de ggiiséqu^ces , est ^i^ 
logue à un autre théorème sur les sur&ces, que nous 
dé}»pRtjprp»s«gi^p^J^,«^ :. 

Soient m et/z les paramètres variabl^:^ j^ jSWfbt 
génératrice a 3 eUe aura pour éqyation dans une posi- 
tion particulière 

Soient a et & les pârrâ^res ^GOB^tans de la directrice 
(, elle aura pour éqilàilon 

c c ' 

^ tfi èr f ' ' ' • '• \ 

6i l'on élimine n entre ces deux^é^fliâli^ns^ on n'aura 
plus quHm seul p^iamèlpe variable dans Péquatiôn de^ 
génératrices, et il sera facile ensuite éP&ï trouver PeU'^ 
veloppe. Or, ces deux çqu^tions peuvent se mettre sous 
la forme 

n* m* fr a^ 

si l'on élève 1» première à la puissance ^, la deuxième 
à la puissafice a , et qu'on les mukipHe ensuite l'une 
par 1-autris, n se trouv^a éKnûné, et les génératrices 
auront pour équation 
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tfa en déduira l'équation de l'enveloppe, en la dilfôren- 
ciaat par rappoptrà lit , ce qui donne • 



J ' * 



e - ^ 



bu (a) î^ =— . m=a*+^ a-+^; 

.<r ni* • 

éliminant m entre les équations (i) et (2) , on en déduit 
successivement 



k « . « 



,.,'-;r^. jjÉp4-;t ^-M^j^c*. ' I 



^ — a- = i— — ', 
J^ m* 

et (y) il^ + ^=:i; 

telle est l'équation de l'enveloppe y; elle est du genre 
des courbes que nous discutons, et il' existe entre les 
expqç^ns de la directrice, de l'envdioppee et de l'enve^ 
loppe, la relation 

Gomme cette équation est symétrique en ot et ^, la 
réciprocité que nous' avions annoncée s'en déduit aisé- 
ment. . , 

Dans toute cette discussion , l'angle formé par les axe» 
peut être arbitraire ; nous profiterons de cette généralité 
dans les exemples, pour en dédlii^ des principes plus 
étendus. Il est bon de remarquer que toutes les fois que 
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ïions considérons la courbe f comme la développée de 
l'ellipse, nous sous-entendons que les axes sont rectan^ 
gulaires. 

Si tts=i, f =1, on ayss:^. Donc si pat un point D 
(fig. ^g) pris sur le coté BG d'un triangle ABC y osk mène 
DM,DNparallèlesàAB, AC, la diagonale MN du paral- 
lélogramme AD sera tangente à la parabole GDB inscrite 
dans l'angle BAC , et dont B et G seraient les points de 
contact avec AB et AC. Cette parabole est unique^ 
puisque quatre points déterminent une parabole, et que 
deux contacts équivalent à quatre points. 

On peut déduire de cette propriété un moyen géo- 
métrique de mener à une parabole dont on connaît 
seulement les deux tangentes en deux points détermi- 
nés , ime autre tangente assujétie à passer par uu 
point donné sur son plan. 

La solution du problème se réduit à troliver sur BG 
(fig. 29) le point D , pour lequel la diagonale MN passera 
par le point P. Concevons MR prolongée jusqu'à la ren- 
contre de BG en L , menons par le point P les lignes 
PE et PF, parallèles aux côtés AB , AC du triangle ABC* 
Le parallélisme des lignes MB, PE, ND, et celui des 
trois autres MD, PF, NG, donnent les proportions 

lb:ld::lm:Ln:îld:lc::le:Lf, 

d'où LB— LE:LD— LF::LE-*LD:LF— LC, 
et BE.CFtsrDE.DF. 

Il suffit donc de partager la ligne EF en deux parties 
dont le rectangle soit égal à BE . CF. 

Le problème aura deux solutions, uiie sétdc ou sera 
impossible suivant que BE.GF sera plus petit, égal ou' 

plus grand que ^ EF ; c'est qu'alors le point sera dehors , 
dessus ou au dedans de la parabole. 



Sblêp6^VV A'é6ai«pà*cfens^ rkngfe Ë!îltC, le point 
D'seWoWià^if di» te'ptôlongeittëiiï de Ë?; irsuflirait 
alors de construire deux lignes DE, DF de différence 
dbnnée'EE' dëâtf lé¥ëetbaglë'sérâit B£ ; GF ; dknr 6e cas , 
â y aiâ^ttbt^oVa^ dMl^scJùâonâl 

€HlipMtd^-âi)leUvË^dët^mfihei^dsém^^ droite qui 
JDiiitlëft pdiâm<dié contliét^dti» tiâfi^lite^'iUeilééS par le 
poitt«:^à«k^paWki)olK A' cëtefifet, ôil cofaStrtiil^'lèspôiïife 
diréeVetlr^ de^'tittlgèlite^ piiinitive^, rdativémènt' a ces 
âouydleîr tahgentles' côiisidëréés* cbti^é aî^eS ;;lk droite 
qui les joindra deVi*a doMenîr lëttfô poitits de contact 
aveo là courbe. Oh pôuri^it^ adusi doUstïHirè la parabole 
pstt* poîùtfc 

2^ Pour d=±!i^ ^s=s2 , la relation - = - •+• s donne 

On en déduit^ sôsément la solution de ce prdblème 
indéterminé : ^Inscrire une ellipse dents unpàfcUlélo^ 
gramme- donné. Oii peut se donner en outre où bieh le 
rapport des- diamètres,, ou bien un cercltf à 1«( surfece 
du^pel celle de l'ellipse proposée devrait êtref- équiva» 
lente. PourJe premier cas , »il suffit de mener par Forigine 
une droite telle, que ses coordonnéersoient'dans le rap- 
port donné} son iixtersectionavee Tellipsedirectrice, sera 
le point dii^ecteurderellipsedemandée^PouT-résDudrele 
second , désignons par R. lei^ayon du cercle donné, par 
Sia , 26, les diagonales du parallélogramme , par'J^ Tatogle 
qu'elles forment entre elles^) ^^x\y lesd^HWb-diamètres 
de l'ellipse cherchée; . on aiora- pour les> déterâiîn«r les 
deux équations 

(0 5>+is^^^^=iS;iî» 
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Si Von ajoute les équations (i) et (2), les ihcoioimei db* 
XTODt encore oaSiisSaâxe k réqvation résultante 

(3) -4-i=±\/i + a-T^i 
^ '. a ^ 4 V flJamBt* 

tes points directeurs inconnus seront donc donnés pai? 
l'intersection deFellipse(i) et de la droite (3). Le rapport 
des paramètres de cette droite est toujours celui des axes 
a et b-, elle est donc constamment parallèle à un d'es 
eôté$ du rhombe. Si l'on mène à Féllipse circonscrite 
une tangente parallèle à cette droite , le point de contact 
déterminera Feilipse inscrite dont la surface est un 
maximum. Pour cette courbe, les (fifférentieDes dJé» 
équations (i) et (-2) doivent ayoir lieu en même temps ^' 
on doit donc avoir 

l'ellipse maximum inscrite est donc semblable, àl'ellipser 
circonscrite. 

Les deux problèmes précédens peuvent servir- dans 
la construction d'une voûte elliptique, lorsque Tespace 
qui doit la contenir est tennihé par une base rectàngu- 
ÏMce ou plusgébéralement parallélogramique. 

On déduit encore de ce second exemple un moyen 
de mener xsx^e tangçnte commime àndeux-dlipses oon- 
centriques rapportées à deux axes quelconques passant 
par leur centre commun ; elles ont pour équations 

Si on lesretrax^diél'unedel'iujtre, l^êc^uation résultante 
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8cra celle de deux droites passant par le centre et par 
le^ pmnts d'intersection des ellipses proposées. Il est 
aisé de conùlwé de là que ces quatre points d'intersec^ 
tion sont les quatre sommets d'un parallélogramme, et 
qu'en menant par lé centre deux diamètres parallèles 
à ses côtés , ils seront conjugués entre eux pour l'une et 
l'autre ellipse. 

Prenons pour axes ces deux nouveaux diamètres. Les. 
tangentes communes demandées forment évidemment 
\m parallélogramme à la fois circonscrit aux deux ellipses^ 
On peut déterminer aisément l'ellipse qui lui est elle- 
même circonscrite, et qui a ses diagonales inconnues 
pour diamètres conjugués , car on connaît deux de ses 
points, savoir, les , directeurs des ellipses proposées* 
Cette considération ramène la solution de ce problème 
à celui-ci : Faire passer par deux points donnés une 
ellipse dont on cannait le centre et les directions de deux 
diamètres conjugués. On trouvera dans le problème de 
la page 53 tous les élémens nécessaires pour achever la 
présente solution. 

3*. Pour «=== 1,^=2 ^ ou as=:2,^=i, on a^^^f- 

La courbe I est, comme nous l'avons indiqué, la déve* 
loppée de l'ellipse j on peut le démontrer de la manière 
suivante. 

.Soit(i)-ji+^s2:î, l'équation d'une ellipse rap- 
portée à son centre et à ses axes ; l'équation en x^' de 
la normale au point x , y sera 

(s.) A.(.-^ = B.(.-A 
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Pour avoir une équation qui a|)partienne ^au point 
de rencontre de cette normale, et de son infiniment 
voisine, il suffit de différencier (i^) par rapport à x et à 
y y ce qui donne 

L'élimination de «,y entre (i), (2) et (3) conduira à 
l'équation en x^^ de la développée. Si Ton pose - 

A*(i— ^)=K%onendéduira7=gr5^j a;=^^^— ; 

La substitution de ces valeur^ dans les équations (i) et 
(3), dpune les deux équations 

fv:\ AVy By« _ 

entre lesquelles l'élimination de K doit conduire à l'équa- 
tion de la développée. Or, si F(a: , j^, K) = o représente 

la première, ^=0 représentera la seconde j donc la 

développée de l'ellipse proposée est l'enveloppé d'une 
série d'autres ellipses qui lui sont concentriques , dont 
les axes a , h sont liés entre eux par l'équation résul- 

tante d« l'élimination de K* entre (6) a=: A — — , 

K* . 

i=i=B— ^, et qui est 

a \ "• b 
(7) — p + — X»=^> 

la suite des points directeurs de ces ellipses est donc 
une ligne droite, leur enveloppe d'après l'exemple dont 
nous nous occupons, est donc la court>e f , et cette der- 

8 
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hière coui4)e est identique avec la développée de Fel- 
lipse. 

11 suit de ce troisième exemple, que si l'oii. construit 

A* B* 

l'ellipse dont les axes sont -g- — B, A ^ — T' ^^ (^isl les 

mêmes sommets que la développée, tousses points seront 
directeurs des tangentesàla développée , lesquelles sont 
normales à l'ellipse proposée. 

On peut s'appuyer sur cette propriété pour mener 
une normale à l'ellipse par un point P donné. 

Si le point P était sur la dév^eloppée, il y aurait une 
des normales qui lui serait tangente en ce point, (ki 
construira cette droite en observant que ses paramètres 

sont entre eux dans le rapport y -pr > et que par con- 
séquent son point directeur est celui de l'ellipse circon- 
scrite, dont les ordonnées sont dans le même rapport. 

Si le point P était sur im des axes , snr celui des x par 
exemple , il détaminerait l'abscisse despoints de l'ellipse 
directrice, directeurs des normales demandées. 

En général , ces points sont donnés par les intersec- 
tions de Fellipse directrice , et du lieu géométrique des 
points directeurs de toutes les di'oites passant par le 
point P. Cette dernière couiie est «aae bypeAole qui 
passe par l'origine , et dont les asymptotes sont les pa- 
rallèles aux axes menées par le point donné. En effet, 
soient m et n ses <K>ordoimées, a?., jr ies paramètres 
d'une droite quelconque menée par ce point; on devra 
avoir 

et comme x ety déterminent le point directeur de celte 
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droite 9 Féquation (8) en est le lieu géométrique : en la 
discutant on reconnaîtra aisément ce que nous avion» 
annoncé. 

Sous le rapport de la Géométrie, on pourra décrire 
par points cette hyperbole, puisque l'on connaît ses 
asymptotes et l'un de ses points; ses intersections avec 
l'ellipse directrice compléteront la solution. D'après la 
forme de la développée à laquelle on veut mener une 
tangente par le point donné , s'il est intérieur, il y aura 
quatre solutions, deux seulement lorsqu'il sera extérieur ^ 
enfin, l'hyperbole aura avec l'ellipse directrice deux 
points communs , et un contact lorsque le point donné 
sera situé sur la développée même. 

Sous le rapport de l'analyse , l'élimination de l'une 
des coordonnées, y par exemple , entre l'équation (8) et 
celle de l'ellipse directrice, que je mettrai sous la forme 

(g) -j +'fe =1 , conduira à une équation du quatrième 

degré en x , qui aura se6 quatre racines réelles et inégales ^ 
réelles et deux égales^ ou enfin, deux réelles et deux 






imaginaires, suivant que l'on aura — » + -r"*- i j néga- 

tif , nul ou positif. On peut réduire la difficulté à la ré- 
solution d'une équation du troisième degrédelamaniù e 
suivante : mettons les deux équations (8) et (9) sous la 
forme 

âxy Qnx Qm^ 

ab ab ab 

z- étant une indéterminée quelconque, si on les ajoute^ 

8,. 



( "6 ) 

réquation résoltante san celle d'un Uea géométrique 
du second degré, passant par lesintersections descoorbes 
(8) et (9). On peut disposer de l'indétenninée Zy pour 
que cette nouvelle équation 

- _ ajc* . ay* . ary aux amy 

représente l'ensemble de deux lignes droites. Cette con- 
dition exige que z soit une des radnes de l'équation 

amn 






= 0. 



Si donc on peut résoudre cette dernière équation du 
troisième d^ré, qui manque déjà de second terme, une 
quelconque des valeurs de z substituée dans l'équation 
(10), la rendra décomposable en deux Jeteurs du pre- 
mier ordre, qui, combinés successivement aveel'équa- 
tion (9), donneront les coordonnées des quatre points 
cherchés^ 

On pourrait encore se proposer dans l'exemple pré- 
sent, d'inscrire dans la courbe |, une ellipse dont le 
rapport des diamètres fôt donné, ou dont la sor&ce fut 
équivalente à un cercle de rayon R. Le premier de ces 
problèmes se r&out en menant par l'origine une ligne 
telle que ses coordonnées soient dans le rapport donné; 
son intersection avec la droite directrice sera le point 
directeur de l'ellipse demandée.Pour résoudre le second 
problème, soient or, j^ les diamètres de l'ellipse cher- 
chée , <r l'angle fermé par les axes ; on dev ra avoir 

:ry = -r-j. Le point directeur de l'elhpse sera donc 

donné par l'intersection de la droite directrice et d'une 
hyperbole , qui aurait pour asymptotes les axes coor-' 



Aonnés. Il y anra en! généraldeux solatîoas; si elles ^q 
iréduisent à une seule, c'est que la surface de l'ellipse 
inscrite est une extrême grandeur; alors l'hyperbole 
étant tangente à la directrice, ne pourrait l'être qu'au 
point milieu de cette droite; il sera donc le point direc- 
teur de l'ellipse inscrite dont la sùr£ice est la plus grande^ 
et qui, dans ce cas, est semblable à l'ellipse circonscrite. 

On résoudrait absolument de la même manière ce» 
deux autres problèmes : Inscrire dans la courbe f un, 
parallélogramme y ou dans la développée de V ellipse^ 
un losange qui ait ses sommets sur les axes, dont les 
diagonales soient dans un rapport donné, ou bien dont 
la surface soit équivalente à celte d^un carré donné 
R*. On verrait que, dans ce dernier cas, leproblèmeadmet 
deux solutions ; que le parallélogramme inscrit dont la 
surface est un maximum , a pour point directeur celui 
de contact d'une tangente à l'ellipse directrice, paral- 
lèle au côté du parallélogramme circonscrit, auquel 
celui que l'on veut inscrire sera semblable. 

La discussion des sur&ces représentées par les équa- 
tions 

x* V* a* 

se fera de la même manière que celle des courbés pré- 
cédentes. Les seules constantes a, 6, c et l'exposant ^^ 
suffisent pour déterminer la surface. L'exposant a en 
spécifie l'espèce, et les paramètres a, 5, c la particularisent 
en elle-même. Je désignerai dorénavant par surface ot^ 
l'espèce de surface dont l'exposant est « . 

Imaginons, comme dans la discussion précédente, 
que les coordonnées d'un point que j'appellerai directeur ' 
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ierrent àe paramètres à cine sor&ce a^ et que ce point 
soit seulement assojéti asetrouver saruneautire smr&ce 
€ qne j'appellerai aussi surface directrice^ l'ensemble 
de toutes les surÊices cl sera enveloppé par une autre 
sor&ce y qui sera du nombre de celles que nous discu- 
tons; et il y aura cela de particulier, que la surfiu» (y) 
pourrait être encore l'enveloppe de toutes les snr&ces C 
qui auraient pour directrice une sur&ce a. Ce théorème 
peut se démontrer de la manière suivante. 

Désignons par m, n,ple» paramètres d'une surfiice 
génératrice a , par a, &, c ceux de la surËLce directrice C« 
On devra avoir 

m* n* p* 
a* r c* 

rélimination d'un des paramètres variables, de p^ ver 
exemple, donne 

on obtiendra l'enveloppe de toutes lès surËices a . en 
di£ërenciant saccessivement l'équation (i) par rapport 
à m et R, et éliminant «es deux paramètres au moyen 
des équations différentielles 

\ m- n-; Ifi \ ^ If) „•' 

elles donuent -j = — » t>='^ ; on en déduit succès- 
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^ y* 

"~^ ^ ""* "^ "■" ^1» 



^•H-^ 



^ m* II* 



c-t + C 



TU 



« 






)Oiîr l'équation de F 

«C «C ifeC 



elle est comprise dam l'équatioti générale^ scm exposant 
y est lié aux e:g:posans a , ^ pat* la relation 

cette équation étant symétrique en «t et é, la récijH^o* 
cité que nous avons annoncée en est une conséquencse» 

Sil'onfiiit «(:=si, f cs:^, dntrouve^ssi. 

Lors^ donc que la ^nét'atrièe est un ellipsoïde ainsi 
que la directrice , l'enveloppe a ^our équation 

~a — b— c ' 

et comprend les huit plans tpn passent par trois des six 
sommets de la directrice, eu sorte que cette enveloppe 
est un oèlàèdre symétrique. 

On peut se proposet* d'inkcrite dans un tel octaèdre 
un ellipsoïde quelconque. Le problème est alors indé- 
terminé, il suffit de prendre pour axes les trois diago^ 
nales de ce polyèdre, de concevoir un ellipsoïde qui 
aurait ces mêmeis diâgoïkales sa , 2^, 2'c pour diamètres 
conjugués j' im quelconque de ses points pourra servir 
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de directeur à l'ellipsoïde inscrit demandé. Si Ton vou- 
lait que les paramètres de cette sur&ce fossent dans des 
rapports donnés , il suffirait de chercher l'intersection 
de l'ellipsoïde directrice avec un diamètre dont les 
coordonnées seraient dans les rapports diemandés ; c'est 
un problème de Géométrie descriptive assez simple ; de 
plus , l'Analyse donnerait aisément les coordonnés de 
ce point d'intersection. . v 

• Supposons que les diagonales du polyèdre soient rec- 
tangulaires ; on pourra demander que l'eUipsoïde inscrit 
ait une solidité donnée, par exemple celle d'une sphère 
de rayon R. Désignons par x ^y^ z les axes de la sur&ce 
inconnue ; on devra avoir 

(I) xy* = R3, 

et tous les points d'intersection de cette surface et de 
l'eUipsoïde, pourront servir de directeurs à l'ellipsoïde 
demandé. Le problème est donc encore indéterminé j 
mais si l'on exige qu'en outre la section horizontale de 
cet eUipsoïde ait une sur&ce donnée, par exemple celle 
d'un cercle de rayon R', on devra avoir (2) «y=sR'% 
et le point d'intersection de ces deux, sur&ces et de l'el- 
lipsoïde directrice 

sera le directeur de la smrface demandée. Le demi-^axe 

vertical sera jc=s^ et les deux demi-axes horizontaux 
les coordonnées du point d'intersection des deux courbes 
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(4) —. RST + ../ ' ^R*v ='> 
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flçy=R' 



Nous avons ramené précédemment la recherche de cette 
intersection à construire celle d'une ligne droite et d'une 
ellipse. Il y a donc deux solutions ^ mais les surfaces 
correspondantes ont le même axe vertical. 

Sila solidité de l'eUipseinscrite doit être laplus grande 
possible, il Ëiudra que l'on ait d'après les équations (i) 
et (3) 

(5) :^+è:+^=o, 

(6) £;.^+^>+i;.±=o. 

^ ' a* a; ^ i* y ^ c* z 
' . . . , . a' 

Multipliant la première de ces différentielles par — et 
les retranchant, il faudra que l'équation 

soit satisfaite, quel que soit le ^j œ <pi exige que l'on 

ait (8) - =='v = - . L'ellipsoïde inscrit maximum doit 

donc être semblable au circonscrit. Les équations (5) et 
(6) sont les différentielles des équations (i ) et (3) ; en les 
combinant ensemble , on exprime que les deux surfeces 
sont tangentes ; les relations (8) transforment les équa- 
tions (5) et (6) en 

(9) T + t + T="^^ 
c'est l'équation différentielle du plan tangent. Il est pa- 
rallèle à l'une des faces de l'octaèdre, ce qui donne un 
moyen facile de trouver par la Géométrie descriptive , 
le point directeur de l'ellipsoïde inscrit , maximum en 
solidité. 
On peut pareillement déduire de cet exemple la solu* 
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tion de ce problème : Mener unplan tangent commun 
a trois ellipsoïdes concentriques. D'après un théo- 
rème comiu, trois sur&ces du second degré concen- 
triques ont toujours un système de plans diamétraux 
conjugués communs. Prenons ces plans pour les coor- 
donnés , les troî^ ellipsoïdes auront pour équations 

+ ^. + y 

les plans tangens demandés forment évidemment un 
octaèdre dont les faces sont parallèles deux à deux , et 
dont les six sommets sont sur les trois axes. L'ellipsoïde 
circonscrit qui a les diagonales de ce polyèdre pour 
diamètres conjugués, est celui qui passerait par les 
points directeurs des ellipsoïdes donnés. Soient A, B, 
C les trois paramètres inconnus de cette sur&ce; on 
devra avoir pour lés déterminer les trois équations 

on en déduira facilement t;» S* S' ^^ fonction de a, 
C, >9 ctf, etc.; substituant ensuite ces valeurs dans 

W —ABC ' 
on aura Térjuation des plans tangens demandés. 
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Ce dernier problème n'est qu'un cas particulier de 
celu>-ci : Etant donnés les directions de trois diamètres 
confugués et trois points d'une surface du second ordre, 
la déterminer. Même dans ce cas général , il peut se 
résoudre par la Géométrie descriptive , au moyen des 
diyers théorèmes démontrés plus haut. Je vais indiquer 
cette solution. Je crois qu'un peu de réflexion suppléera 
aux figures qui seraient trop compliquées pour être pk^ 
cées dans cet ouvrage. 

Soient OX, 0Y,OZ les directions des trois diamètres 
conjugués, A, B, G les trois points donnés; Soient pa- 
reillement A', B', C, A", B", G^ A'^ B''', G''' les points 
symétriques de A , B , G , dans les angles solides formés 
par les plans XOY, XOZ , YOZ , qui ont l'axe OX pom* 
arête commune. 

Au moyen de ces données proposons-^ous de con- 
struire le plan diamétral de la sur&ce demandée, con- 
jugué à la direction AB". Ge plan devant passer par le 
centre O, et par le milieu de AB'', il suiEt de trouver 
un autre de ses points. Or, les deux plans parallèles 
KB'B^B'", GCG"G% l'ensemhle des deux plans BB'GG, 
gr/gwQf/cw çt l'ensemble des deux autres BB'^GC, 
B'B'^G'G''', peuvent être considérés comme trois sur&ces 
du second degré , ayant huit points communs avec la 
surface proposée; leurs plans diamétraux conjugués à 
la direction AB" se couperont en un point par lequel 
devra passer le plan diamétral de la sur&ce proposée, 
conjugué à la même direction (page 87, théorème) 
lequel sera dès-lors complètement déterminé. 

Gela posé, les courbes ABGj A'B'G' de la surface 
proposée, sont situées sur un cylindre dont l'axe parai- 
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lèle à la direction OY, contient les oentresde ces mêmes 
courbes. Ce cylindre , la surfiice proposée et l'ensemble 
des deux plans ABC , A'B'G ayant mêmes intersections, 
leurs plans diamétraux conjugués à une direction quel- 
conque , se couperont suivant unemêmedroite(page 35, 
théorème). On construira les plans diamétraux de h 
sur&çe et de l'ensemble des deux plans conjugués à AB^'; 
le plan mené par leur intersection parallèlement à OY, 
sera un des diamétraux du cylindre. Par une constnie- 
tion semblable , on déterminera le plan diamétral de ce 
même cylilidre conjugué à AG'. L'intersection de ces 
deux plans sera l'axe du cylindre, et donnera le centre 
de la courbe ABC. Cette courbe sera donc complète- 
ment déterminée. 

Maintenant , pour trouver en longueur un des trois 
diamètres de la sur&ce, il suffit de mener, suivant OX 
par exemple, un plan qui coupera la courbe ABC en deux 
points M et N; ces points suffiront pour construire h 
section &ite par ce plan dans la sur&ce, et par suite la 
longueur de l'axe OX. 

Les problèmes précédens sur l'inscription d\m ellip- 
soïde dans l'octaèdre, peuvent être utiles dans la con- 
struction des voûtes elliptiques, lorsque les dimensions 
du toit sont données. 



FIN. 
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